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1 Grundlagen aus 21201
1.1 Fixpunkte und Fixpunktgeraden

Affine Abbildungen kénnen Fixpunkte haben, also Punkte, die mit ihrem Bildpunkt identisch sind.

Dazu gibt es genau vier Moglichkeiten:

/1. Fall: Die Abbildung hat keinen Fixpunkt. \
2. Fall: Die Abbildung hat genau einen Fixpunkt.
3. Fall: Die Abbildung hat unendlich viele Fixpunkte, die auf einer Geraden liegen.

Diese Gerade heilt dann Affinitdtsachse. Dieser Fall ist Thema des Textes.

C. Fall: Die Abbildung hat nur Fixpunkte. Dann liegt die identische Abbildung vor. /
Fiir Fixpunkte gilt: x'=x d.h. {312 '.))((i\\l;z'.};:rv\‘l’\;:zxy} N {(u1 _Jz .~))((i(v2 _Y;)S;iV\;; i%}
Das System kann zu drei verschiedene Ergebnissen fihren:

1. Es gibt keine Losung — also keinen Fixpunkt.
2. Es gibt eine eindeutige Losung — also genau einen Fixpunkt.
3. Es gibt unendlich viele Losungen — also unendlich viele Fixpunkte auf einer Geraden.

Uber den 4. Fall reden wir nicht, denn die identische Abbildung, die nichts verandert, ist trivial.

Beispiele zur Fixpunktberechnung

i':(z —2}?{5] - i':x(2)+y(_2)+(5) - {x::Zx—2y+5}

2 -3 1 2 -3 1 y'=2x-3y+1
Fixpunktbedingung: X'=x < {g):(:?)i 151) : ;} N {; ;—zily::_i ((;))}
2-(1)-(2) : 0=-9
Dies ist ein Widerspruch (gegen die Annahme, dass es eine Lésung gibt).

Das System hat keine LOsung, also besitzt die Abbildung keine Fixpunkte.

v=( ) = Y3 = B

; ; ) . X+y+3=x y=-3 (1)
Fixpunktbedingung: X'=x < {2x— y—4 = y} = {2x—2y 4 (2)
Aus (1) folgt: y =-3, in(2): 2x+6=4 & x=-1

Also hat diese affine Abbildung den Fixpunkt F(—1 | —3) :

P=(o o = xen (ol () = )

o , - = G [x+y=x y=0 -
Die Fixpunktbedingung x'=Xx ergibt: {—Zyzy} & {—3y=0} < y=0

Alle Punkte, die diese Bedingung erfillen, sind Fixpunkte. Also ist die x-Achse Affinitatsachse.

Der Grund dafir ist der Vektor u = (1

Oj in der Abbildungsgleichung.
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21220 Affine Abbildungen: Achsenaffinitaten 5

Es gibt spezielle Achsenaffinitaten

@) Alle affine Abbildungen mit X' = 1b, X also X'=x- L +y- %
0 b, 0 b,

mit b = (?j haben die x-Achse als Fixpunktgerade (Affinitdtsachse).

) _ . 1b,). . X+byy =x b;-y=0 (1
Beweis: Bedingung: x'=Xx, also (0 b;jx:x d. h. { bg/zy} & {(b2—1)-y=0 ((2))}
Istb,#0 = aus(1): y=0
0=0
Istaber b, =0undb, #1 = <(b,-1):y=0; < y=0
T

Ergebnis: Alle Punkte mit y = 0 sind Fixpunkte, also alle Punkte der x-Achse.

(2) Alle affine Abbildungen mit X' = (a1 Ojf( also X'= x(a* J +y- (Oj
a, 1 a, 1

mit a = (;j haben die y-Achse als Fixpunktgerade (Affinitatsachse).

Beweis: Bedingung: X'=X, also {x-a1:x } PN {x(a1—1):0 (3)}

a,-X+y=y a,x=0 (4)
Ista, #0, dann folgtaus (4) x=0.
Istaber a, =0 und a, #1, dann folgt aus (3) x=0.

Ergebnis: Alle Punkte mit x = 0 sind Fixpunkte, also alle Punkte der y-Achse.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Achsenaffinitaten besitzen eine Affinitatsrichtung

Bei einer Achsenaffinitit hat der Vektor PP’ (wenn P kein Fixpunkt ist) fiir alle

Punkte P dieselbe Richtung, man nennt sie Affinitatsrichtung.

Der Ortsvektor eines Punktes P kann durch die Basisvektoren e,

so dargestellt werden:

Den Bildvektor: X'=Xx-
Daraus errechnet man

Drei Beispiele:

Zu 2':(; _12}(

& >"<'=x~(;j+y'(_12j < {);:zxfz)x//}

1 -
[Oj und e,

Die x-Achse ist Affinitdtsachse (siehe Seite 4). Fir die Affinitatsrichtung folgt:

S

1

y

PP —y.

)

— 1
Liegt also P nicht auf der x-Achse, ist also y # 0, dann hat PP' stets die Richtung von ( 3]

Beispielpunkte:  A(2]3) = A'(5]|-6), AA’

B(1]-3) = B'(-2|6) BB =(
Die Darstellung zeigt die x-Achse als Affinitatsachse
sowie die Pfeile AA’, BB' und CC'.

Jede Gerade in Affinitatsrichtung ist eine Fixgerade.

Also y =-3x +c mit beliebigem c.

Zusatzlich ist die Achse Fixgerade, sogar Fixpunktgerade,

weil sie nur aus Fixpunkten besteht.

Begriindung Seite 7.
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1.3 Eigenvektoren von Matrizen, Fixgeraden

Hier die in 62001 behandelten Grundlagen:

(1.

\

Eine affine Abbildung mit der Gleichung X'=A-X+Ww bildet Punkte bzw. deren \
Ortsvektoren ab. Will man damit (Richtungs-)Vektoren abbilden, die also keine

Ortsvektoren darstellen sollen, entfallt der Vektor w : Es gilt also

Die affine Vektorabbildung lautet also stets so: u'=A-u

Wenn eine Gerade Fixgerade ist, dann muss der Bildvektor ihres Richtungsvektors

dieselbe Richtung haben wie das Original, er muss also davon ein Vielfaches sein.

Vektoren, fiir die gilt u'=k.u, also /A-u=k-u, heiRen Eigenvektoren von A.
Die Zahl k heil3t Eigenwert der Matrix A (bzw. der Abbildung).

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren:

Die Gleichung A -U=k-U bedeutet ausfiihrlich {81 Uy +by U, =keuy }

a,-u +b,-u, =k-u,

a, u +(b,-k)-u,=0

a,-k b, u ) (0 *
bW (az bz‘kj(uzj_(oj ©)

Die Theorie Uber Gleichungssysteme besagt, dass es genau dann eine eindeutige

und fiihrt auf das Eigenwertsystem {(31 S K)au+b; u; =0 }

Losung gibt, wenn die zur linken Seite gehdrende Determinante ungleich Null ist.

Da hier die Absolutglieder 0 sind, folgt dann jedoch als Losung NUR der Nullvektor.
Da der Nullvektor nicht als Richtungsvektor maglich ist, muss man diesen als Losung
ausschlie3en. Also muss diese Determinante den Wert NULL bekommen.

Dies ist die Bedingung fir , nicht-triviale* Losungen:

a,—-k b

Determinante =0 d. h.
eterminante a, b,—k

‘ =0 ,Charakteristische Gleichung*“.

Wenn hieraus Lésungen fiir k folgen (das sind dann die Eigenwerte), setzt man sie in die
Gleichung (*) ein und erhalt als Lésungsvektoren die gesuchten Eigenvektoren.

Dabei wird immer eine Gleichung entbehrlich sein, sodass man fur die Losung eine der

Variablen x oder y frei wahlen kann. Der Eigenvektor ist daher immer nur bis auf
Vielfache eindeutig bestimmt. Dies ist aber in Ordnung, denn es geht nur um seine

Richtung, die Lange (Betrag) ist unerheblich.

Der Nutzen der Eigenvektoren liegt darin, dass eine Fixgerade nur die Richtung
eines Eigenvektors haben kann. Zum Eigenwert 1 gehort stets eine Fixpunktgerade.

Man hat hier also eine zweite Methode (neben der mit der Affinitatsrichtung) zur

Bestimmung von Fixgeraden. )

Friedrich Buckel
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Drei Beispiele zur Bestimmung von Fixgeraden mittels Eigenvektoren

s (1 1)), - (1 1
Zu x_(o _ZJX & X=X [onry (_2]

1. Schritt:

{X, = X”} (Siehe Seite 3 und 5.)
y'= -2y

1
Fixpunkte Weil die erste Matrixspalte [ Oj lautet, ist die x-Achse Fixpunktgerade,

o . (1-k 1 u) (0
2. Schritt: Berechnung der Eigenvektoren aus.( 0 —2—k] (uzj_(o]

Bedingung fir nicht-triviale Lésungen ist die charakteristische Gleichung:
1-k 1
0 -2-k

_ . 1-1 1 u) (0 u, =0
Eigenvektoren zu k; = 1: (0 _2_1)(%}_[0] < {—3u2=0}

Hieraus folgt u, = 0. Da fiir u; keine Bedingung vorhanden ist, kann man u, frei wahlen:

. 1
Wahle u, =r, re R. Eigenvektoren: u= [gj = r(oj , d. h. alle Vielfachen von (;j

=0 o (1-k):(-2-k)=0 mitk, =1, k, =-2 (Eigenwerte)

Fur diese Eigenvektoren gilt: u'= -G (1 war der Eigenwert.)

_ o 1+2 1 u ) (0 3u, +u, =0
Eigenvektoren zu k; = -2: (0 _2+2J [uj_(o] = { 0=0}

Da die 2. Gleichung keine Bedingung darstellt, kann man eine der Unbekannten frei

- 1
wahlen. Wahle u,=r, reR = u,=-3r. Vv :( ;rj = r( 3j, d. h. alle Vielfachen

von Vv = (—13j mit v'=|-2|-v (-2 war der Eigenwert).

Ergebnis:  Die Abbildung besitzt also die beiden linear unabhangigen Eigenvektoren

u= (;] mit 4'=u und Vv =[ 13j mit v'=-2-v, sowie deren Vielfachen.

3. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:

(1
/Die x-Achse ist Fixpunktgerade in Richtung des Eigenvektors u :( ] \

Ferner sind alle Geraden durch einen Fixpunkt in Richtung eines Eigenvektors Fixgeraden.

_ 1
Also in Richtung des Eigenvektors v =( 3j lauten die Fixgeraden

- 1 -
<=x1+t-( 3j bzw. y=-3x+c fir beliebige X, bzw. c.

/

Die Richtung des Eigenvektors v = (_13j ist die Affinitatsrichtung.

Wenn man daher bei einer Achsenaffinitat die Achse und die Affinitatsrichtung PP’ kennt,
dann kennt man auch schon die Fixgeraden.

Friedrich Buckel
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21220 Affine Abbildungen: Achsenaffinitaten 9

2 Klassifizierung aller Typen von Achsenaffinitaten.

Wenn eine affine Abbildung eine Fixpunktgerade (Achse) besitzt, bestimmt man die Eigenwerte

und die zugehorigen Eigenvektoren. An Hand dieser Eigenwerte kann man den Typ der Abbildung
erkennen. Hier alle Moglichkeiten. Ich verwende fiir diese Einteilung Abbildungen, welche die
x-Achse als Fixpunktgerade haben. Die Ergebnisse lassen sich auf alle anderen Achsenaffinitaten
Ubertragen, denn bei der Untersuchung der geometrischen Eigenschaften (und um die geht es jetzt)

darf die Lage des Koordinatensystem keinen Einfluss haben.

Abbildungen, welche die x-Achse als Fixpunktgerade haben, haben so eine Abbildungsgleichung:

X'=X 1 +y by oder in Matrixform Xx'= 15, X mit b, #0 !! (Seite 4.)
0 b, 0 b,

Das Eigenwertsystem ist dann: RN (EWS)
0 b,-k)\u,
- . . 1-k b,
Charakteristische Gleichung: o b k|=0 9N (1-k)(b, —k) =0
, -
Mdgliche Eigenwerte sind also k,=1und k, =b,.
Eigenvektoren zu k; = 1: Aus (EWS) folgt
-1 b, ) (u)_(0 - bu,=0 (1
0 b,-1){u,) (0 (b,-Nu, =0 (2)
1. Fall; b, 0. Dann folgt aus (1): u, =0. Dann folgt aus (2): "0=0"

Also liegt furr us kein Bedingung vor: u; =reR.

1

Die Eigenvektoren sind dann U= ((I;j = r(o

j , also alle Vielfachen von €, = (3)

mit der Eigenschaft u'=u (Fixvektor). Der gehort immer zur Achse !!!

2. Fall Wenn b, =0 ist, dann heif3t (1): 0=0 und stellt keine Bedingung dar.
Dann folgt aber aus (2) u, = 0 und man erhalt dieselbe Eigenvektoren.

Eigenvektoren zu k; = b,: Aus (EWS) folgt

1_b2 b1 X u1 :6 P (1—b2)u1+b1U2 :O (1)
0 b,-b,) u, 0=0] (2)
Man kann z. B. u, =rb, wéhlen, r e R, dannfolgt:: (1-b,)-rb, +b,-u, =0 | :b;
(1-b,)-r+u, =0

ergibt: u,=-r-(1-b,)=r-(b, -1)
Eigenvektor ist also V= r-b, =r- by mi Vv'=b,v
9 “lreb-1)) T b, -t Y T

(b) Kiirzere Variante (fiir Achsenaffinitaten):

Berechnung des zweiten Eigenvektors iiber die ,,Affinitatsrichtung*

o7 xen g (o 3o ) (o)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Wie kann man diese Ergebnisse veranschaulichen?

Wir gehen also davon aus, dass unsere affine Abbildung o die x-Achse als Achsenaffinitat hat.
Dann ist klar, dass u = (;j Fixvektor ist, er hat den Eigenwert 1.

Far den zweien Eigenwert gibt es nun unterschiedliche Méglichkeiten. Laut allgemeiner Berechnung

gilt den zweiten Eigenvektor, dass er ein Vielfaches von v = (b b J ist mit k =b,
, -

1. Moglichkeit: Zweiter Eigenwert k, =b, =1.

Dann hat die Abbildung nur einen (doppelten) Eigenwert, ndmlich 1.

Und der zweite Eigenvektor ist (%j =b, (;

Die Abbildungsrichtung ist dann natirlich parallel zur Achse (x-Achse).

j. Er hat dann natrlich dieselbe Richtung wie U .

Zahlenbeispiel: x'= ((1) fj)} . Das bedeutet: {X' =X+ 2)’}

Wegen y' =y liegt der Bildpunkt auf einer Parallelen zur x-Achse, was uns
ja auch schon der 2. Eigenvektor v = U = r(gj sagte.

Verandert wird also nur die x-Koordinate, aber wie?
Zur x-Koordinate wird stets das Doppelte der y-Koordinate addiert.

das heildt, je weiter ein Punkt von der Achse entfernt ist, desto weiter wird er geschert,

d. h. je langer wird sein Abbildungspfeil.

Punkt und Bildpunkt liegen stets auf einer Parallelen zur Achse.

Also ist jede Parallele zur Achse eine Fixgerade. (Sie hat die Richtung des Eigenvektors.)
und die schragen Geraden h; und h, schneiden die Achse in einem Fixpunkt.

Kennt man von einem Punkt einer solchen Geraden den Bildpunkt, kann man die Bildgerade

angeben.

o ist eine Scherung, weil es eine Achse gibt und nur den Eigenwert 1

/

Scherung

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Moglichkeit: Zweiter Eigenwert k, =-1 (also b, =-1)

Der zweite Eigenvektor ist dann v = b = b, .
b, -1 -2

Er gibt die Abbildungsrichtung (Affinitatsrichtung) an.

1. Zahlenbeispiel: X' = (3 11}"( ) Das bedeutet: {X, f X+ y} oder X'= x(;j + y[ 11]

Der zweite Eigenvektor ist dann v = (—12j

Wegen y'=-y liegt der Bildpunkt auf einer Parallelen zur x-Achse im gleichen Abstand auf der

anderen Seite der Achse.

Ich konstruiere jetzt den Bildpunkt A' von A mit Hilfe der Vektoren a = (;j und b = (jJ :

-(5) = w@iey

Man beobachtet, dass alle Punkt schrag an der Achse gespiegelt werden, und zwar in Richtung

b

Ausgehend von A(2[1) wird X':2~é+1-5:2~[3) +2-(_11j

des zweiten Eigenvektors v = (—12j :

o ist eine Schragspiegelung, weil es eine Achse gibt und nur die Eigenwerte 1 und -1

Der Sammelbegriff fiir Schragspiegelung und Orthogonalspiegelung ist Affinspiegelung.

- A
41 Schragspiegelung
%\D' L
\ 3
\ oC 24 e
\ \ |
N\ \\
\ | oA\
i d \\\ \‘\ : X
—— e e i e e 28 —‘—-I-—l(-l-——l———:——b-
-5 \ ; \ 5
\ %
'\\ \\_
\
\\ ‘°B
oD .
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2. Zahlenbeispiel: X'= ((1) QJ)? : Das bedeutet: {X, f X } oder x'= x(;j+ y(OJ
b1

Der zweite Eigenvektor ist dann v = (b 1
-

j = [_Ozj bzw. ein Vielfaches davon,

also auch v = [?1

j . Die Affinitatsrichtung ist also parallel zur y-Achse.
Die Eigenwerte sind 1 und -1 und die x-Achse ist Fixpunktgerade, also liegt eine
Affinspiegelung vor. Weil die Abbildungsrichtung senkrecht zur Achse ist, haben wir

jetzt die Orthogonalspiegelung an der x-Achse.

o ist eine Orthogonalspiegelung, weil es eine Achse gibt und nur die Eigenwerte 1 und -1

und wenn a-b =0 ist

5)\

Beispiel: [(':(5 | 4) soll an der x-Achse gespiegelt werden. Sein Ortsvektor ist ¢ = (4

; ooz e (1 (0)_(5 0) (5
Bildpunkt: ¢'=5 (Oj+4 (_1)—(0j+(_4j_(_4)
: =, (1 0) (5 _(1-5+0-4) (5 .
ccer &=g -1)'(4)‘(0-5—14)‘(-4) = 614
QB liegt auf der Spiegelachse und ist daher ein Fixpunkt: B'=B j

/‘t" C I

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3. Moglichkeit: Zweiter Eigenwert k, = +1

T L . X=Xty s (1 1
Zahlenbeispiel:  x —(0 3}(' Das bedeutet: {y'=3y } oder X _x(0j+y[3j
Der zweite Eigenvektor ist dann v = b, (1 (!
J |b,-1) (3-1) (2
: : - . 1-k 1
Sie hat die charakteristische Gleichung ‘ 0 3 k‘:o < (1-k)(3-k)=0

Daraus folgen die Eigenwerte  k, =1k, =3:
Die Affinitatsrichtung ist PP’ = x[;) + y(;j - {x[;j + y[?ﬂ = y(;j . (Siehe Eigenvektor v)
Die Punkte A, B und C werden parallel in Affinitatsrichtung von der Achse weggestreckt.

Der Streckfaktor, den man auch Affinitatsverhaltnis nennt, ist der Eigenwert k, = 3.

Da alle Vektoren in Affinitatsrichtung Eigenvektoren sind, sind die Pfeile der Bildvektoren stets dreimal

so lang wie die der Urbilder:

FA =3.FA, F,B=3-FB und F,C'=3.F.C.

Jeder Gerade in Affinitatsrichtung ist eine Fixgerade.

o ist eine Affinstreckung, weil es eine Achse gibt und nur die Eigenwerte 1 und k = 1

A
Parallelstreckung
12¢4

11t

10t
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Voraussetzung: o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse) und daher den ersten Eigenwert 1.

Ubersicht iiber Achsenaffinitaten

2. Eigenwert Typ Abbildungsgleichung Fixgeraden
wenn x-Achse Fixpunktgerade
- - (1 by)s :
ko =1 Scherung X'= 0 1 X Fixgeraden || a
b, gibt die Starke der Scherung an.
_ N = (1 Db : .
ko = -1 Affinspiegelung X'= 0 -1 X Fixgeraden in
Affinitatsricht
Orthogonalspiegelung fallsby =0 niatsrichiung
Schragspiegelung falls b, #0
, = (1 by : .
k, = +1 Affinstreckung X'= 0b Fixgeraden in
2 Affinitatsrichtung
falls b, = +1

Diese Eigenschaften gelten auch, wenn die Fixpunktgerade nicht die x-Achse ist.

Dann sehen aber die Abbildungsgleichungen anders aus.

Beispiele dazu folgen jetzt.

www.mathe-cd.de
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3 Beispiele von Achsenaffinitaten mit schrager Achse

. . = _ 0 % Y vl 0 . %
3.1: o x—[_% z]x bzw. X x-(_%j+y (2]

0 3 X X = gy
Fixpunkte: X' = % X1 ° 2 2
IXpunkie X X <& (yj [_% ZJ(yj {y _ —%X + 2y

(1) und (2) fihren auf y = %X: Fixpunktgerade (Affinitatsachse).

. 0-k 2 ). .
Eigenwertsystem: 2 o ‘u=o0
Kk 3
Charakteristische Gleichung: ‘ 2 5 2 ‘ ‘ =0 & -k(2-k)+1=0 < Kk*-2k+1=0
—2 -
Eigenwerte: Kip = 2+ 24_4 = 220 =1 Doppelte Lésung.

Ergebnis: o hat eine Achse und nur den Eigenwert 1. Also ist o eine Scherung.

Jo)es = [otzs @)

(4) ist das Z-fache von Gleichung (2), stellt also keine neue Bedingung dar.

Eigenvektoren: Eigenwertsystem zu k = 1: (

Ichwéhle u,=3r,reR = -2.3r+u,=0 < u,=2r

Lésungsvektor (Eigenvektor): U= (2:) = r@j mit U'=0.

Dieser einzige Eigenvektor hat die gleiche Richtung wie die Affinitdtsachse, was typisch fir die

Scherung ist.

Fixgeraden: Alle Parallelen zur Achse : y=2x+n, neR

Details: Alle Punkte der Achse a sind Fixpunkte. / t" \

Alle Parallelen zu a sind Fixgeraden: g4, g2, g3 usw.
Wenn z. B. A und A* bekannt sind, kann man
zu B den Bildpunkt konstruieren:
Die Gerade h = (FAB) wird abgebildet
in h'=(FA"). Darauf liegt auch B'.
Andererseits weill man, dass jeder Punkt,

also auch B parallel zur Achse ,geschert”

wird. Die Parallele zu a durch B schneidet
h'in B'.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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21220 Affine Abbildungen: Achsenaffinitaten
. = (2 05) (-05
3.2 o _(_2 ij+( ; )
1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X
42(2 O,5)X+(—O,5j X= 2x+1y-1 0= x+3y-3 ()
-2 0 1 y = —2x +1 0=-2x- y+1] (2)
Da (2) das (-2)-fache von (1) ist, stellt (2) keine neue Bedingung dar.
Also sind alle Punkte, die (1) I6sen, Fixpunkte.
o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse):
2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:
: . 2-k 0,5)(u;) (0O
Eigenwertsystem: ( ok j(uzj = (0]
Charakteristische Gleichung: ‘2__2k Zj =0 & —k(2-k)+1=0 < K -2%k+1=0
Eigenwerte: Kip = 2+ 24 -4 = 2 z 0 =1 Doppelte L6ésung.
Also liegt eine Scherung vor.
3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:
; _ 2-105)\(u,)_(O u,+0,5u, =0
Eigenwertsystem zu k = 1: ( o 4 j(uzj = (0] {—2u1 u, =0
(2) ist ein Vielfaches von (1), also ist (1) entbehrlich. Wahlt man u;,=reR = u, =-2r.
Eigenvektoren sind daher U = (_;rj bzw. alle Vielfachen von (;j mit u'=d.
4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:

1.

2.

o hat eine Fixpunktgerade: y=-2X+1

Alle Parallelen zur Achse.

~

Fixgeraden in Richtung u = (_12j gibt.

7

B

Friedrich Buckel
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. ' _ _0,6 0,8 ’a

3.3 a: X _(0,8 O,6j X

1. Schritt: Bestimmung der Fixpunkte: X'=X

08 06) " 0,8x+0,6y =y 0,8x-0,4y =0| (2)
Da (1) das (-2)-fache von (2) ist, sind beide Gleichungen gleichwertig..

(—0,6 0,8))? . {—O,6x+0,8y:x} {—1,6x+0,8y=0} (1)

Also sind alle Punkte, die z. B. (2) I6sen, Fixpunkte:

o besitzt eine Fixpunktgerade (Achse):

2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte:

-0,6-k 0,8 ). _
Ei : ’ ’ U=
igenwertsystem ( 0.8 0,6—kj u=o
Charakteristische Gleichung: _0(’368_k 0%84:0 < (-06-k)(06-k)-064=0 < K =1
Eigenwerte: ki, =1

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren:

. . -16 08 ) . . -16-u,+0,8-u,=0 (1)
Eigenwertsystem zu k = 1: (0,8 _0’4J-U—O = {0’8“1_0’4.“2:0 2)

(1) ist entbehrlich. Wahltman u;=reR = wu,=2r.

r

2r) bzw. alle Vielfachen von G) mit U,'=u, (Achsenrichtung)

Eigenvektoren sind also U, :(

0,4 o,sj o {0,4-u1+0,8-u2 =0 (1)}

o 0,8-u,+16-u,=0 (2)

Ei rtsyst k=-1:
igenwertsystem zu [0,8 16

(2) ist entbehrlich. Wahltman u, =reR = u,=-2r.

Eigenvektoren sind daher u, = (_frj bzw. alle Vielfachen von (J mit u,'=-U,.

Also liegt eine Affinspiegelung in Richtung u, vor.
Weil jedoch u, -u, =0 ist die Spiegelungsrichtung orthogonal zur Achse.

Also liegt eine Orthogonalspiegelung vor.

4. Schritt: Bestimmung der Fixgeraden:

1. Die Achse y = 2x ist Fixpunktgerade. ~
2. Alle Geraden in Richtung v :
y=—=2x+n neR.
Zur Zeichnung:
Man spiegelt A, indem aus F,A = U, — U, = F,A’ B o0,

. e X
wird. Analog dazu wird F,B = -1,5u, abgebildet t 4 ¥
auf —F,B = +1,50, = F,B". |

I\“\u g
A ~_ A
- s J

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 1 3 3 1 3
3.4 )‘(':[% 53}?4{ 524J =N )“(':x-[156j+y~[ 53j+( 524J
5 5 5 5 5 5

Fixpunkte Die Fixpunktgerade (Achse) hat die Gleichung y = 2x — 3 (siehe Seite 5).

)0

Eigenwertsystem:

7\
orfw
=
[ 1
F
|
|
| o=

3I_Kk 1

Charakteristische Gleichung: ® 16 _;_k‘zo e (2-k)(-2-k)-£=0 <
5

Eigenwerte: KX-2-1£=0 o K=1 o k=11

3.4 1 _2 1
Eigenvektoren zu k = 1: (516 N ].(U1J:(Oj o [165 58)[“1}:[0]
R UAC YA s ) \U) \0

Beide Gleichungen sind Vielfache von —2u, +u, =0

Jetzt wahle ich u=rreR = u,=2u,=2r.

. (r 1
LS ktor: = =
osungsvektor u (2J r(zJ

Eigenvektoren zu k = -1:

VR
orw
mla +
-_—
|
mmuq_;
+
-
N——
7 N\
[
NS
N——
Il
VR
o o
N—
VY
m|$m|oo
SIS TN

Die Gleichung (2) ist das Doppelte von (1) und daher keine neue Bedingung.
Also bestimmt man u4 und u; nur aus (1), die man so umformt: 8u, +u, =0

Jetzt wahle ich u=s, seR = u,=-8u,=-8s.
_ r 1
LS ktor: V= =r
Osungsvektor (_&_j (—8}
(1 U,
Ergebnis:  Die Abbildung hat zwei linear unabhangige Eigenvektoren u = (2J mit u'=u
- 1 - _ .
und v = mit v'=-v und deren Vielfache.

Dieses Ergebnis deckt sich mit dem von Seite 8, wo mit der Affinitatsrichtung anstatt mit
Eigenvektoren gearbeitet worden ist. Hinweis: Es liegt eine Schragspiegelung vor.

(Merkmal: Achsenaffinitédt mit den Eigenwerten 1 und -1.)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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_, (08 03)

3.5 a: X _(0,2 O,YJ X
Fixounkte: =% o [X)= 0,8 0,3)(x o x=0,8x+0,3y o 0,2x-0,3y =0
P : = v) lo207)ly y =0,2x+0,7y ~0,2x+0,3y =0

Die 2. Gleichung ist keine neue Bedingung fiir Fixpunkte. Fixpunkte sind also alle

Punkte, die 0,2x —0,3y =0 erflllen, d. h. auf der Geraden y = %x liegen.

Eigenwertsystem: {(O’B_k)'u1+ 0,3'u2=0} oder (0,8—k 0,3 J[szo
)

(EWS 0,2-u,+(0,7-k)-u, =0 0,2 0,7-k/\u,
Charakteristische Gleichung: ‘ O'ggk O%fk ‘z 0 d.h. k*-15.k+0,5=0
2 —_ .
Eigenwerte: K, = 1,5J_r\/1,52 4.0,5 _ 1,51;0,5 :{:) ;

0,8-1)- 0,3-u, =0 -02- ‘U, =
Eigenvektoren zu kq = 1: {( )+ Uz } - { 0,2-u;+0,3-u, 0} (1)

0,2-u,+(0,7-1)-u, =0 0,2-u,-0,3-u, =0[ (2)
Die Gleichung (1) ist ein Vielfaches der zweiten, weshalb es unendlich viele Lésungen gibt.

Aus (1) folgt: 0,3u, =0,2u;, < u,==4u,. Ich wahle uy = 3r und erhalte u, = 2r.

Eigenvektoren sind u, = @:j = r[zj , also alle Vielfachen von @) :
Sie gehdren zum Eigenwert ks =1, d. h. fir sie gilt: u,"=u, (Achsenrichtung).
0,2~u1+(0,7—0,5)-u2:0 0,2-u,+0,2.u,=0J |:0,2

Eigenvektoren fiir k, = 0,5: {(0’8_0'5)“1 * 0.3-u, :0} {0’3“1 +0,3-u, :0} [:0.3

Aus beiden Gleichungen folgt u,+u, =0

Wahlt man z. B. uq =, folgt u, = -r und wir haben als zweiten Eigenvektor: u, =( rrj = r«(1 j

also alle Vielfachen von (_1 ) Sie gehoéren zum Eigenwert k, =0,5, d.h. u,'=1-0,

1

Ergebnis:  aist eine Parallelstreckung. T, \
5‘v
Wegen k, == <1 kann man auch Stauchung Schrage Stauchung
sagen. Es ist also eine schrage Stauchung 4
von der Achse aus: N 3t A A
% Achse a
S 8
Aus F,A wird F,A'=1F,A, denn % 1
_ 1
FA hat die Richtung des zweiten 1 .
Eigenvektors U, . A 3 7 LG N© ¢
Fixgeraden sind g1, g2, gs, denn sie verlaufen 93\ AT \\\ 9,
in Richtung u, . Fe 4 \\@\
bt
31 AN
{5 . GE\\
K 5eC /
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11 1
3.6 Gegebenist a: i':(ﬂ 2}”[3 bzw. )‘(':x-(21J+y-[;]+UJ
2 -2

Charakteristische Gleichung:

= 1 Ix—yv=1 1
Fixpunkte: =% o | §X+ yri o ?x Y ™
y=-1x+2y+1 x-y=1 (2
Da (2) entbehrlich ist, gibt (1) die Bedingung fiir Fixpunkte an. (1) stellt die Gleichung einer
Geraden dar: y=1x—-1 istalso die Fixpunktgerade (Affinitatsachse).
. -k 1 ). .
Eigenwertsystem: 2 ‘U=0:
-1 2-k
-k 1 ‘

K2-5k+2=0 < 2k®-5k+3=0

5+25-4.2.3 _5¢1_{g

Eigenwerte: K> 7.3 2 ]

1 u+u, =0

2

_1
Eigenvektor zum Eigenwert k = 1: ( 2 1)-[81 j = (8] =
2

Wahle u,=2r, reR = u,=r = U:[er]:rﬁj mit U'=u

Der Eigenwert k = 1 fiihrt zum Eigenvektor u = ﬁj (Achsnrichtung).
=3 1V )o_s -1 1 B}
Eigenvektoren zu k = 2 : [2 2 j.uzo d. h. j(U1J=O
-1 2-3 —1 1y
2 2 2 2 2

Man hat daher eine freie Wahl. Wahle u,=s, seR = u, =s.

Also lautet der Eigenvektor v = [zj = s(U mit v'=23.v .

2. Methode: Berechnung des zweiten Eigenvektors aus der Affinitatsrichtung:
— 1 1 1 1 0 -1 1 1
PP =X'-X=x-| 2 . ~x- . =x.| 2 .
oxox (o () (Lo ()= () (-0
X' X

Der Trick besteht nun darin, zu erkennen, dass die drei Summanden Vielfache des

Vektors G] sind, den man folglich ausklammern kann: PP’ = [—%x +y +ﬂ[1]

- (1
Fixgeraden sind also auer der Fixpunktgeraden y = 1x -1 alle Geraden in Richtung v = (1] .
Dies ergibt die Fixgeradenschar: y=x+c, ceR.

a ist eine Parallelstreckung von a aus in Richtung v mit dem Faktor k, = %

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(c) Berechnung und Konstruktion einiger Bildpunkte

A(412) 5'24'[—2]*2'(;}@:@ = A(sI13)
B(3]-1) 6':3-(_2]—(;}@:[_%%] =  B'(15|-25)
c(011) aeo(_%%jm.(;}(]):@ ~  C(213)

F,(-2|-2) ist Fixpunkt, weil er auf der Achse liegt.

Konstruktion des Bildpunktes B':
Zeichne die Fixgerade durch B (Steigung 1). Ihr Schnittpunkt mit der Achse a ist der Fixpunkt F, .

Der Vektor b =F,B hat die Richtung des Eigenvektors U, = Gj . Daher gilt: FB'=15-b.
Der Pfeil von F, nach B wird also um die Halfte verlangert, dort liegt dann B'.

Auch hier liegt eine Parallelstreckung vor. Gestreckt wird mit dem Faktor k, = 2.

Trainingsaufgaben 1:

Bestimme Fixpunkte und Fixgeraden und Abbildungstyp

- (1 -1\ o (3 1) (1 o (0 3.
a) x_[o ZJX b) X _[_% 2]x+[J c) x_[_% ZJX

Lésungen ab Seite 42
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4 Konstruktionen bei Achsenaffinitaten
4.1 Vektorielle Konstruktion mit den Basisvektoren u und v

Die Abbildungsgleichungen in Vektorform zeigen uns, wie man jeden Bildpunkt finden kann, ohne

seine Koordinaten berechnen zu mussen.

X'= 11 X & X'=Xx 1 + ! = {x':x+y}
“lo 2 o). "V 2). y'= -2y

Diese affine Abbildung hat die x-Achse als Fixpunktgerade.
Ich will den Bildpunkt von A(1]2) darstellen.

Far ihn gilt é':(1j+~(12j. - )

o=

0 X
Bezeichnet man die verwendeten ,Basisvektoren® \\\
v \
mit U= 1 und vV = ! ,dannist a'=1.4+2.v. \
0 -2 a\\
Die Zeichnung zeigt den Ortsvektor OA' =a' und seine o 3

Zusammensetzung aus uund 2v im Parallelogramm.

Diese Konstruktion ist bei jeder affinen Abbildung méglich.

4.2 Vektorielle Konstruktionen mit den Eigenvektoren

(1) o o (1) (1 @{X.zxﬂ,}
“lo -2 = o), T 2 y'= -2yf°

Diese Abbildung hat die x-Achse als Fixpunktgerade und besitzt die beiden linear unabhangigen

(1 L ~ 1 ~ -
Eigenvektoren u= [0] mit 4'=d und Vv =( j mit v'=-2-v, sowie deren Vielfachen.

-3
Folgerung: Alle Geraden in Richtung von v sind Fixgeraden sind. Diese haben die Steigung m=-1.

Nun zur Konstruktion: Abbildung der Punkte A(1]2) und B(5]-3).

Zuerst zeichnet man die durch A gehende Fixgerade mit der Steigung

m = —1 ein. Diese schneidet die Achse a im Fixpunkt S. Dann zeichnet 4
man den Pfeil SA. Er ist auf Grund seiner Richtung ein Eigenvektor. 3
Fir seinen Bildvektor gilt daher SA'=-2-SA . Man zeichnet also von S 2
aus nach unten den doppelt so langen Pfeil wie SA ein. Seine Spitze 1
ist der gesuchte Bildpunkt A'. Dasselbe macht man fir den Punkt B': 0

Fixgerade h durch B — Schnittpunkt F — Zum Pfeil FB bildet man
FB'=-2-FB und erhélt B'.

Ist speziell der 2. Eigenwert -1, dann liegt eine Schraqgspiegelung vor.

Dann ubertragt man einfach den schragen Punktabstand zur Achse

auf die andere Seite.
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4.3 Bildpunkt-Konstruktionen mittels Affinitatsrichtung.

Die folgenden Zeichnungen fertige ich ohne Abbildungsgleichungen an.

Man benoétigt nur die Affinitdtsachse sowie einen Punkt und seinen Bildpunkt.

Dann kann man zu jedem anderen Punkt seinen Bildpunkt wie folgt konstruieren:

Beispiel 1

A Gegeben : o \L\
"B

2o
Y
\
=
Y
\

Erklarung: Links sind die Objekte eingezeichnet, die gegeben sind.
Mitte: Man verbindet die Urbilder als Gerade g. Diese schneidet die Achse in einem Fixpunkt.
Da der Punkt A nach A' abgebildet wird, ist die Verbindungsgerade (FA®) die Bildgerade g'.
Rechts: Da B auf g liegt, muss B' auf g' liegen. Und weil man weil}, dass es bei Achsenaffinitaten
eine Affinitatsrichtung gibt, in der alle Punkte abgebildet werden, muss man nur noch die

Parallele zu (AA') durch B einzeichnen. Diese Hilfsgerade schneidet g' im gesuchten B'.

Hinweis: Weil hier die Affinitatsrichtung orthogonal zur Affinitdtsachse ist, spricht man von einer

senkrechten Achsenaffinitat.

Beispiel 2 Eine Besonderheit ist die Scherung:
s s
Gegeben : s s
g # g #
// A //
A A '
+] +]
A A //a’ A //O’
4 4
4710 4710
e e
i i
Fd Fd
a a F’ a F’
s s
rd rd
£ £
s s
Fd Fd
4 B /! B8
=B (LSS S, LI S R S s, . 1 S S S_— . S
P 2B
s s

Es liegen dieselben Schritte wie in Beispiel 1 vor: Man erkennt auch sofort, dass die Affinitatsrichtung

AA" parallel zur Achse a ist, dass also eine Scherung vorliegt.

Mitte: g =(AB) schneidet die Ache A in F. Die Bildgerade ist g' = (A'F).

Rechts: Die Parallele zur Affinitatsrichtung, also zu (AA'), durch B schneidet g' in B'.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 3 Was tut man, wenn sich g =(AB) und die Achse nicht auf dem Papier schneiden?

Links: Man sieht, dass der in den Beispielen 1 und 2 durchgefiihrte 1. Schritt nicht zum Erfolg flhrt.

Wenn man die Urbilder A und B zur Geraden g verbindet, schneidet diese die Achse a nicht.

Also muss man zuerst B ganz ignorieren. Man wahlt einen Hilfspunkt H, der so gesetzt wird,

dass die Geraden h = (AH) und die spater benétigte Gerade k = (BH) die Achse a auf dem

Zeichenblatt schneiden.

Die Konstruktion beginnt damit, dass man wie in Beispiel 1 beschrieben zuerst den Bildpunkt

H' von H konstruiert: h schneidet a im Fixpunkt F,,. Verbindet man A mit Fy, erhalt

man die Bildgerade h' .Nun muss man nur noch die Parallele zu (AA') (= Affinitatsrichtung)

durch H einzeichnen, dann erhalt man H' auf der Bildgeraden h'.

Rechts: Jetzt kann man B' mittels H und H' problemlos konstruieren:

Man verbindet B mit H zur Geraden k. Diese schneidet die Achse im Fixpunkt F, .

Verbindet man Fy mit H', erhalt man die Bildgerade h', auf der dann auch B’ liegt.

Dazu muss man nur noch eine Gerade durch B in Affinitatsrichtung legen, also parallel zu
(AA") oder (HH').

Ich habe in diesen Zeichnungen die Achse a immer horizontal eingezeichnet. Eine schrage Lage

andert nichts am Konstruktionsprinzip. Weiter hinten folgen Konstruktionen mit anderer Achsenlage.

Als nachstes konstruieren wir Bildgeraden.

Friedrich Buckel
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4.4 Konstruktionen von Bildgeraden bei Achsenaffinitaten.

Beispiel 4: Der einfachste Fall: Die Gerade schneidet die Achse auf dem Zeichenblatt.

Gegeben ist die Achse a, eine Gerade g sowie die Punkte Aund A'.

Gesucht ist die Bildgerade g'.

Die Lésungsidee sieht so aus: Man wahlt auf g einen giinstigen Ax

Punkt B aus, dessen Bildpunkt B' konstruiert wird. .

Gunstig heif3t in diesem Fall: Die Hilfsgerade h = (AB) muss

die Achse a schneiden, damit man B' findet. a

In der unteren Zeichnung habe ich B senkrecht Uber A gewahit.

Die Hilfsgerade (AB) schneidet die Achse a im Fixpunkt F.
Daherist h'=(FA') das Bild der Hilfsgeraden, auf der dann auch

AfT-Richtung

B' liegt. Dazu zeichnet man durch B eine Gerade in
Affinitatsrichtung, also parallel zu (AA'). Der Schnittpunkt mit h' ist B'.

B' muss mit dem Fixpunkt von g verbunden werden, also mit dem

Schnittpunkt S von g und a. Dann hat man g'. 7 - ~
Beispiel 5: Der aufwindige Fall:
Gerade und Achse schneiden sich nicht auf dem Zeichenblatt. S

Gegeben

Hier fehlt der Schnittpunkt S von g und
a, mit dem man B' verbinden kann
um g' zu finden (siehe oben).

Folglich muss man zwei Punkte B

und C auf g wahlen, ihre Bildpunkte
B'und C' mit Hilfe von A und A’

konstruieren und diese dann zu @'

verbinden.

Fortsetzung auf der nachsten Seite ...
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MERKE:

Beweis:

Eine Gerade g und ihr Bild g' schneiden sich immer auf der Affinititsachse.

Der Schnittpunkt S einer Geraden mit der Achse ist ein Fixpunkt, weil die Achse aus

lauter Fixpunkten besteht. Andererseits liegt der Bildpunkt S' auf der Bildgeraden g'.

Wegen S'=S geht also auch g' durch S. (Siehe grof3e Darstellung:)

S
|
I \
L, e H
9/ k] : o
[ e
e hi ¥
| R %
I - .
I/ _-h" i A
P I }:('
| s
gl
d
{c

Trainingsaufgabe 2

a) Wie lautet die Gleichung dieser Abbildung, deren Affinitdtsachse die Gleichung
y =2x-2 lautet, und die A(1,5]|4)auf A'(3,5|2) abbildet

b) Die Gleichung von g lautet y =x+4. Welche Gleichung hat die Bildgerade?

Berechne den Schnittpunkt von g und g' und zeige, dass dieser auf der Achse liegt.

c) Konstruiere die Bildgerade.

Lésung Seite 45

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



21220 Affine Abbildungen: Achsenaffinitaten

27

4.5 Konstruktion eines Bilddreiecks bei einer Achsenaffinitat

Beispiel 6

(

A(1]12), B(6]1), C(5]5). wenn man weil dass A'(0|-2) der Bildpunkt von A ist.

Eine affine Abbildung hat die x-Achse als Affinitdtsachse. Konstruiere das Bild des Dreiecks

|

Losung:

Man verlangert die Dreiecksseite AC bis zur Achse a
und erhalt den Fixpunkt F;.
Die Gerade (F+A) hat (F,A") als Bild.

Auf diesen Geraden liegen auch C und C':

C' erhalt man dann durch eine Parallele zu (AA")

(= Affinitatsrichtung).

Entsprechend verlangert man die Strecke CB

zu einer Geraden, welche a in F; schneidet. (F,C') ist
deren Bildgerade. Den Bildpunkt B' erhalt man durch

eine Parallele in Affinitatsrichtung durch B.

w =

Beispiel 7

(Eine affine Abbildung hat die Affinitdtsachse y = x. Konstruiere das Bild des Dreiecks

A(-2]1), B(6]1), C(6]5).wenn man weil dass A'(3|-1) der Bildpunkt von A ist. }

Lésung: . t"
Die erste Darstellung zeigt die Konstruktion des g 5T €
Bildpunktes B'. Dazu nitzt man den Schnittpunkt F4 der ‘l‘:'~~-- = il
Geraden (AB) mit der Affinitatsachse. Denn mit seiner \\\3 Tt _
Hilfe erhalt man die Bildgerade (A'F,), auf der dann B’ m.:/ 18 IHH-“"H-H&% -
liegt. B' entsteht, indem man die Parallele zu (AA') i o O i B, =
(Affinitatsrichtung) durch B mit (A'F,) schneidet. 2 1 i S Y

Die letzte Darstellung

enthalt das rot gefarbte
Bilddreieck A'B'C'.

Man beachte, dass
bei dieser Abbildung
der rechte Winkel

verloren geht.

Das wird noch ein

interessantes Thema.

Friedrich Buckel
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4.6 Konstruktionen der Bildfigur eines Rechtecks

Beispiel 8:

Eine affine Abbildung hat

die Affinitdtsachse y = 1 x . Konstruiere das Bild des Rechtecks

A(-51]1), B(-2]|1), C(-2]3),D(-5]3). wenn man weil dass B'(1|-1) der Bildpunkt von B ist.

des Bildpunktes A': Die

~.D C
Die erste Zeichnung zeigt die Konstruktion T
: Gerade (AB) hatden | g 1 Y,
: 7 2

Auf ihr liegt A', den man

der Geraden durch A in Affinitatsrichtung, also

parallel zu (BB'), erhalt.

Fixpunkt F1. Daher ist (FB') die Bildgerade. AT o) !
N P + ' : M " . + ' -
als Schnittpunkt mit IENC YETE 172 3 [ %5 6]
1} Y
d . 2t ;;f ﬂﬁ’-Rlchtun?
#
YA

Jetzt kann man sich Arbeit sparen, wenn man

bedenkt, dass ein Rechteck parallele Seiten i - 5
hat und dass diese Parallelitat bei der Bildfigur N
erhalten bleibt: 'A ~_|B :

Daher zeichne ich die Gerade (CD) ein mit - R
ihrem Fixpunkt F, auf der Achse a. Da (CD) >< ™
parallel zu (AB) ist, gilt dasselbe fir ihre 2

Bildgeraden. Also zeichnet man durch F, 37

die Parallele zu (FA'B').

4
Y

'y

VaSy

¥ ‘f/;/
i FZ
}i
¥
i
R / /
f-f.F’ !
142 8, 4/ 5 8
/ S}
B' {C
A racdl
/
5 3

N

Nun muss man lediglich noch die Geraden in Affinitatsrichtung durch C und D einzeichnen und erhalt

als Schnittpunkte die gesuchten Bildpunkte C'undD'.

Man beachte, dass die Bildfigur zwar noch ein Parallelogramm ist, aber kein Rechteck mehr, weil sich

bei affinen Abbildungen die Winkel &ndern, wenn es sich nicht um Kongruenzabbildungen oder

Ahnlichkeitsabbildungen handelt.

Merke also:

Parallelogramme werden in Parallelogramme abgebildet.

Spezielle Parallelogrammeigenschaften wie rechte Winkel
(bei Rechtecken) bleiben dabei nur dann erhalten, wenn die
affine Abbildung eine Kongruenzabbildung oder Ahnlichkeits-
abbildung ist.

Friedrich Buckel
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4.7 Konstruktion der Affinitatsachse aus Dreieck und Bilddreieck

[ Gegeben sind ein Dreieck und sein Bild. Konstruiere dazu die Affinitatsachse. ]

1. Fall:

Man zeichnet die Geraden g = (BA) und
ihre Bildgerade g'=(B'A") ein.

Ihr Schnittpunkt ist ein Fixpunkt F, auf der
gesuchten Achse. Analog dazu schneiden
sichh = (BC)und h'=(B'C') in Fa.

Die Gerade durch F; und F; ist die Achse.

2. Fall:

Hier schneiden sich (AC) und (A'C') nicht,
und man findet auch kein zweites Paar

das sich in einem Fixpunkt schneidet:

B

Dann muss man zwei Hilfspunkte (M und H) wahlen und mittels Parallelen in Affinitatsrichtung
ihre Bildpunkte M"undH' ermitteln. Jetzt kann man die Geraden g = (CM) und g' = (C'M")

sowie h = (CH) und h'=(C'H') schneiden, was zu zwei Fixpunkten fiihrt. Durch sie geht

die gesuchte Achse a.

3. Fall: Achtung Falle !

Wenn man hier eine Achse a durch die
Schnittpunkte von (AB) mit (A'B') und von
(BC) mit (B'C") einzeichnen, begeht man einen
Fehler. Diese Abbildung hat keine Achse, . TR

7 Aff-Richtung ?

was man daran sieht dass es keine
Affinitatsrichtung gibt: (AA')und(BB')

sind namlich nicht parallel.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4.8 Gesucht ist eine rechtwinklige Bildfigur

ﬁegeben ist ein Dreieck ABC und die\
Affinitatsachse. Die Affinitatsrichtung ist
noch unbekannt.
Die Aufgabe besteht darin, ABC in ein
bei B' rechtwinkliges Dreieck abzubilden.

Man weil} jedoch, dass B' auf einer

&eraden g liegen soll. /

Konstruktionsbeschreibung:

Zuerst verlangert man die Strecken AB und
BC (die ja zu den Katheten von A'B'C'

werden sollen) bis zur Achse. Die beiden
Schnittpunkte sind dann Fixpunkte der
Abbildung.

Damit bei B' ein rechter Winkel entsteht, muss B' auf
einem Halbkreis liegen, der durch diese beiden
Fixpunkte geht, und auRerdem auf dem Schnittpunkt

des Kreises mit g liegt.

Der Kreismittelpunkt ist der Mittelpunkt
der von den Fixpunkten begrenzten Strecke.

Dazu habe ich die Mittelsenkrechte konstruiert.

Thaleskress

(In der Abbildung rechts wurde das mit zwei
Kreisbdgen ausgefuhrt. Die Mittelsenkrechte
ms schneidet die Achse a im Mittelpunkt M

des bendtigten Thaleskreises.)

Far B' ergeben sich zwei Moglichkeiten.

Ich wahle den oberen Schnittpunkt fir B'.

Er ist dann der gesuchte Bildpunkt von B.
Man kennt jetzt die Affinitatsrichtung AA" .
Damit kann man nun die Bildpunkte A' und C*

mittels Parallelen durch A und C in

Thaleskreis

Affinitatsrichtung sofort festlegen.

Hinweis: Fir die Lage von B* wurde eine Zusatzangabe bendétigt. Hier sollte B' auf g liegen:

Da sind auch andere Moglichkeiten denkbar. Das war nur ein Beispiel von vielen.

Friedrich Buckel
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4.9 Das invariante Rechtwinkelpaar

Bildet man mit einer affinen Abbildung einen Kreis ab, entsteht daraus selten ein Kreis, meistens eine

Ellipse :

D

B

Al

Dabei tritt folgendes Problem auf. Zur Konstruktion der Ellipse muss man ihre Scheitel kennen. Man

sieht dem Kreis aber nicht an, welche Punkte A, B, C, D bei der Abbildung zu den Ellipsenscheiteln

A',B', C',D' werden. Hier sind sie beliebig eingezeichnet. Sie sind genau dann die richtigen Punkte,

wenn die Bildstrecken A'C' und B'D' aufeinander senkrecht stehen. Es geht um diese Aufgabe:

Gesucht ist das Paar orthogonaler Richtungen, dessen Bilder zueinander orthogonal sind.

Wir werden sehen: Es gibt genau ein solches ,,invariantes“ Rechtwinkelpaar.

Beispiel 9

Konstruktion des invarianten Rechtwinkelpaars

Gegeben sind die Affinitdtsachse y = 1x, der Mittelpunkt M(—S | 2) des Kreises mit dem Radius 2

und der Bildpunkt M‘(3 | 4) von M, der zum Mittelpunkt der Ellipse werden soll.

Wir miissen also die beiden durch M gehenden orthogonalen Geraden g und h finden, deren

Bilder g' und h' durch M' gehen und ebenfalls orthogonal sind.

Dabei hilft uns der Satz des Thales, nach dem man ,in einem Halbkreis rechte Winkel findet“. Damit

diese beiden rechten Winkel in M bzw. M' liegen, muss dieser Halbkreis durch M und M' gehen.

Dessen Mittelpunkt muss auf der Mittelsenkrechten zu M und M' liegen. Deren Konstruktion erkennt

man in der rechten Abbildung (zwei sich schneidende Kreisbogen). Die Mittelsenkrechte ms schneidet

die Achse a im Mittelpunkt des Thales-Halbkreises. Dieser schneidet die Achse a in zwei Fixpunkten

Fg und Fh. Mit g = (FgM) und h = (F\M) haben wir die beiden orthogonalen Kreisdurchmesser

gefunden. lhre Bilder g'und h' sind ebenfalls orthogonal und bilden daher die Ellipsendurchmesser.

[

¥

\ms

Friedrich Buckel
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Wir haben also das invariante Rechtwinkelpaar konstruiert. Die Schnittpunkte von g und h mit dem

Kreis ergeben die vier Kreisscheitel, die bei der affine Abbildung in die Ellipsenscheitel Gbergehen.

Dazu muss man lediglich noch die parallelen Geraden zu (MM'") (= Affinitatsrichtung) durch

A, B, C und D einzeichnen und die Schnittpunkte A',B', C',D' auf den Bildgeraden entdecken.

\ ; .
\ Invariantes Rechtwinkelpaar
e dl -
\ i -
\ h ™
\ e
\ //
g -
Y] D' g'
cl—- -
1 /\/// _-"_/
//-" \ ,—-'// _,.-"/
’ B By /’_‘/ L",
il & —7N\
YL B ) F
\
A i a
LA,
A_-——
: \
\
\
X
F \\ Buckel / MatheGrafix
a

Damit der Leser noch deutlicher die Lage der Ellipse erkennt, die das Bild des Kreises ist, habe ich

eine schrag liegende Ellipse darlibergelegt.

\ . .

\ Invariantes Rechtwinkelpaar
\ e = Cl

\ h' -
\ /,f’
\ -
g e
/”,"/ ; gl
CL/// \ //// b 1
W W LN
//_, \ /// //,.
_-"// //’Y 7//’ . B
- 17/ /'—‘/ L‘/
- | LR i
" h B \ F
; d
LA, )
A_-——
< \
\
\
X
F \\ Buckel / MatheGrafix
]
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Zwischenaufgabe: Aufstellen der Abbildungsgleichung
Der Fixpunktgerade entnehme ich die Fixpunkte O(0]0) und Q(2[1), dann wissen wir noch, dass

M(-3]2)in M'(3]4) abgebildet wird.

Mit dem Ansatz X'=x-U+y-V+w folgt dann durch Einsetzen von
O(0]0) als Fixpunkt:  0=0-U+0-V+W = W=0
Q(2]1) als Fixpunkt: (%) = 204V (1)
MM - (2) 30420 2)
-1 - ~ 1 R 2 R 2_2 12
(2)-2-(1): ( )=—7u = u:(7j = v:( )—ZU:( 7}:(7]
2 -2 1 1+4 4

1 12 112
Ergebnis: )?':x-(_72]+y-{1_71j bzw.)‘(':(:2 1_71)?(
7 7 77

Jetzt die eigentliche Aufgabe: Bestimmung des invarianten Rechtwinkelpaars.

Intelligente Lésungen beginnen meist mit einem geeigneten Ansatz fir die Rechnung.
Dieser besteht hier darin, dass man die beiden orthogonalen Richtungen (fir die Achsen des Kreises)

durch zwei orthogonale Vektoren ansetzt: U= (;) und V= (—rs) .Wegen u-v = (;) . (—rs) =-rs+rs=0

sind sie orthogonal.
Berechnung der Bildvektoren mit Hilfe der Abbildungsgleichungen:

~ 1 2 r+12s ~ 1 2 -s+12r
'=r.| 7 s-| 7 |=21 d '—.g.| 7 rl7]=1
; U (—j o) U U {astine

Diese Bildvektoren sollen auch orthogonal sein, also verlangen wir u,-u,'=0:
( r+12s j(—s+12rj=0
—2r+11s) \2s+11r
(r+12s)(-s+12r)+(-2r+11s)(2s +11)=0

—rs —12s? +12r2 +144rs — 4rs + 22s? —22r* +121rs =0
—-10r® +260rs +10s? =0 | :10
-2 +26rs+s>=0

Wahle r=k,keR = s>+26k-s—k?=0 mit

26k £/676k> + 4k*  —26k +/680k>  —26k + 2k~/170 N {0,038 -k

S12 = 2 2 2 T |-26-k
—0,038}

. , a 1 -
Ergebnis: Aus s ~0,038 folgen die Vektoren u, = k(0,0BBj und Vv, = k( 1
~ 1 - 26
Aus s, = - 26 k folgen u, zk(_%j, vzzk( 1 j

Achtung:u, =V, und Vv, =U,, also gibt es nur ein Paar Eigenvektoren.
Zum Vergleich: Die Steigung der Geraden g, = (MF},) ergibt sich (aus der Zeichnung abgelesen)

zu m~ 0,034 .
Ich habe hier zuerst die Zeichnung erstellt und dann daraus die Abbildungsgleichungen und das

invariante Rechtwinkelpaar berechnet. Man sieht, dass dies kein schénes Ende genommen hat.
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Beispiel 10, das zu einfacheren Ergebnissen fiihrt.

7 _3 3
Gegeben ist die Abbildung o durch X'= [g 4})@{;) . Bestimme das invariante Rechtwinkelpaar.}
0 2

1. Schritt: Berechnung der Fixpunkte: Xx'=Xx fiihrt zu
{y} - {%x—%w%w}
Pordyed=y) T lix-tyei=o

Fixpunktgerade: Ix-

N[}
N |w

y+3=0 bzw. 2y=2

2. Schritt: Daher berechnet man sofort die Affinitatsrichtung:

s [ ) Sl

1
Nicht-Fixpunkte werden also in Richtung des Vektors [J abgebildet.

N|w N|w
N——
| |
|
1
X
N\
QO -
N——
+
<
VR
-~ O
N—
| |
Il
x
VR
EN[AENTN
N——
+
<

Weil diese Richtung parallel zur Affinitiatsachse ist, liegt eine Scherung vor.

3. Schritt: Ansatz fiir das invariante Rechtwinkelpaar: u= (;j und V= (_rsj i

7 3 7 3 7 3 7 3
, (=2 Ir-3s ~, (L -3\ -s —Is-3r
Bildvektoren: u'=(‘3‘ 14]( j:[g 4 j und V'=[§ f}( jz{ s :J
v 2 )\8) \gr+3s AN —aS+ar
Orthogonalitatsbedingung fiir die Bildvektoren: u-v'=0
Ir-3s) (-Is-2r
Linke Seite: . =(Lr-3s)(-Is-3r)+(3r+1s)(-3s+1r
%r_,’_%s —%S-f'%r (4 4)( 4 4) (4 4 )( 4 4)
— 49 212 21,2 9 9 3 2 3 2 1
—[—EFS+ES —%r + S:|+|:—Z’é—ﬁs +Er +ﬁrs:|

— 18 2 48 18c2 _ 6 2 2
~18r? 815+ 1857 = & (-3r° —8rs + 3s7)

Losung der Gleichung:  -3r* -8rs +3s* =0.

2 2
Wahle r=k keR = 3s?-8k-s—3k?=0 mit 1,2=8ki“64g + 36k ZSKJ—;OK:{%

3

. . (T k 1 - (-s -3k -3
Lésungsvektoren fir s, = 3k : U, :(SJZ(SKJZK(SJ und Vv, :( ] j:( j:k( 1 ]
. y . = [T k w3 - (-s) _(3k 1
Lésungsvektoren fur s, = —1k: U, = N 1k =zk- 1 und v, = = k- 3

k
. R . . . 1 -3
Beide Losungen von s fihren zu diesem Rechtwinkelpaar: und

k

3
k

[SSIEN

Berechnung der Bildvektoren:

u = = = = un vV = =
Y N R € Y S

Dazu nun eine Konstruktion. Ich stelle mir diese Aufgabe:

Ich méchte ein rechtwinkliges Dreieck finden, an dessen Eckpunkt C(—4 | 4) der rechte Winkel
anliegt, dessen Katheten die Lange 3 LE haben, und das bei C'in ein rechtwinkliges Dreieck

R 7 _3 -4 3 _7_3+§ -85
( . c'=|1 Al 2= 2= 7 C'(-8,5]-0,5).
Uibergeht. Man errechnet: ¢ [% %] [4]4{%} [_3+1+%] (_0,5] = ( | )

Friedrich Buckel
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Gegeben ist die affine Abbildung o mit der Affinitatsachse y = x+2, die C(-4|4) auf C'(-8,5|-0,5)

abbildet. Bestimme dazu das in variante Rechtwinkelpaar. (Beschreibung Seite 20/21.)

~ A
Invariantes Rechtwinkelpaar y

Buckel / MatheGrafix N

|

Konstruiere dazu ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel in C und den Katheten der LéngeJ

2,1 cm und dazu das Bilddreieck.

Buckel / MatheGrafix g

Ein Kreisbogen um C mit Radius 2,1 cm schneidet das Rechtwinkelpaar h, g in A und B.
Die Parallelen zur Affinitatsrichtung durch A und B schneiden g'und h' in den Bildpunkten A'undB'.

Das Bilddreieck ist wie gewiinscht bei C' rechtwinklig, aber die Dreiecke sind nicht kongruent!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 11: Der Ausnahmefall: Senkrecht affine Abbildung

o ) . - 0,7 -0,6). (-0,6
Gegeben ist die affine Abbildung o durch X = [—0,6 —O,2jx+(—1,2j .

Information: es liegt eine senkrechte affine Abbildung vor.

Bestimme zeichnerisch und rechnerisch das invariante Rechtwinkelpaar.

Ich verwende den Kreismittelpunkt M(4 | 2) und seinen Bildpunkt:

=07 0% (3)+(28) (1) = waie T

Beginnt man die Konstruktion wie zuvor gelernt, dann _ "

zeichnet man die Mittelsenkrechte ms zu MM' ein und

bestimmt deren Schnittpunkt ... Doch den gibt es nicht!

Weil die Affinitatsrichtung senkrecht zur Achse ist, gilt dies
auch fir die Strecke MM', und folglich ist die Mittelsenkrechte
ms parallel zur Achse. Also versagt bei einer senkrecht affinen

Abbildung die Konstruktion des invarianten Rechtwinkelpaars.

So findet man hier das invariante Rechtwinkelpaar:
Es hat die Richtungen der Affinitatsachse und der
Affinitatsrichtung, denn eine Parallele zu a durch M ist wieder

parallel zu a, denn Parallelitat bleibt bekanntlich erhalten und a

ist also Fixpunktgerade fest.
Ferner ist jede Gerade in Affinitatsrichtung, die hier senkrecht zur
Achse ist, eine Fixgerade. Daher kann man die beiden

Rechtwinkelpaare g, h und g',h' sofort einzeichnen.

Damit entfallt bei senkrecht-affinen Abbildungen auch die
komplizierte Berechnung des invarianten Rechtwinkelpaars.

Man kann die Richtung der Achse und der Affinitatsrichtung direkt ibernehmen:

1. Schritt: Berechnung der Fixpunkte: X'= X { 0,7x-0,6y 0,6 = X} {_O’SX_O’GY =06

-0,6x-0,2y-12=y -0,6x-12y =12
Beide Gleichungen sind Vielfache von -3x -6y =6.
y =-2x -1 stellt die Fixpunktgerade (Affinitatsachse) dar.

2. Schritt:  Affinitatsrichtung:

PP = X' % = {x(_oc’,gj + V(:gigj ' [1(1),, gﬂ ) ng ' y(m
(e (154153 -tovx-0or-09 3]

1
Ergebnis: Alle Punkte werden also in Richtung des Vektors [ j abgebildet, das ist orthogonal zur

2

2
Achsenrichtung [ J .
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Nun die Konstruktion der Ellipsenscheitel

Um die Kreisscheitel A und C abzubilden, zeichnet man einfach die Parallelen zur Affinitatsrichtung
(MM") durch A bzw. B. Diese schneiden die Gerade g‘in A' und C'.

Mit Hilfe von A und A' konstruiere ich dann B': Die Gerade z = (AB) schneidet a im Fixpunkt F,.
B' liegt auf der Bildgeraden z'durch F, und A', und B'ist der Schnittpunkt von z' und h (= h").

Analog findet man D' durch die Gerade w = (AD) mit dem Fixpunkt F,, auf a. D' ist der Schnittpunkt

von w' und h. Nun kennen wir also die Ellipsenscheite |A',B',C'undD'.

Ich habe — um eine mdglichst hohe Genauigkeit zu erhalten, die Kreisscheitel und die Ellipsenscheitel

mit TI Nspire CAS berechnet und flige flr Interessierte hier einen Screenshot bei.

1
© Schnitt Kreis mit g y = ——x+4
2

2

-1

sclve((x—4) 2 +(—- x+4—2) =4x
2

2
=il
solve((xf4)2+(—-x+472) =4,x)
2
-1
— 22144
2

-1

—-5.79+4

2

© Schnitt Kreis mit g y = 2x-6
solve((xf4)2+(2-X7672)2=4,x)

2 =4,x}

solve((xf )2+(2'xf672)
2-3.11-6

2-489-6

=

afs afs

X=4-—— orx=—m—m—o+4
5

5

x=2.21115 or x=5.78885

2.895

1.105

20 2l
5 5

x=2.10557 or x=4.89443

0.22

378

© Kreisscheitel: A(2,212,90), B(489 | 3,78), ¢(5,79 | 1,11) und D

(211 0,22)

© Berechnung der Ellipsenscheitel

[0.7
1-0.6
[o.7
06
[0.7
0.6
[o.7
06

-0.6).

-0.2]

-0.6).

-0.2]

-0.6].

-0.2]

-0.6).

-0.2]

2.21
29

4.89
.78

5.79
1.11

211
0.22

4

[-0.6]
-1.2]
[-0.6]
-1.2]
[-0.6]
|-1.2]
[-0.6]
-1.2]

|
|

-0.793]
-3.106 |

0.555)
-4.89 |

2.787 |
-4.896 |

1.445]
-3.11

3.78-2.9 0.228358

4.89-2.21

X Axr}

solve =1
2

'|}=o.323- (e-221)+2.9

x=-3.83469 and y=0.917343
I Fizpunkt Flz) (-3,835 | 0,917)

0.22-2.9 -2.97778

311-2.21

\
solve 1

y=-2.98 (x-2.21)+2.9
X fxo})
2

x=4 22815 and y=-3.11407

© Fizpunkt Flw (4,228 | -3,114))

Friedrich Buckel
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5 Beispielaufgaben mit Parametern

Nach diesen Einfihrungen und Beispielen zeige ich hier noch, wie Aufgaben aussehen kdnnen, bei
denen die Abbildungsgleichungen einen Parameter enthalten. Es handelt sich um drei Abituraufgaben

aus Baden-Wurttemberg.

Trainingsaufgabe 3 - (Abitur 1977) Originaltext leicht verandert

Durch die affinen Abbildungen a, werden die Punkte P(0]0), Q(0[1), R(1]0)
auf die Punkte P'(t+1]2), Q'(t-1|t-1), R'(2t+3]4) abgebildet.

a) Stelle die Abbildungsgleichungen auf.

X'=(t+2)x - 2y+t+1

Ergebnis: :
roebnis: & {y': 2x+(t=3)y +2

} mit te R\{2;-1}
Fur welche Werte von t sind die Abbildungen «, flachentreu?

b) Fur welche Werte von t sind die Abbildungen o, Achsenaffinitaten?

Bestimme flr die Achsenaffinitat mitt > 0 alle Fixgeraden.
Konstruiere fir diese Achsenaffinitat die Achse mit Hilfe der Punkte P, Q, R und ihrer

Bildpunkte P',Q",R'. (LE 1 cm)

Die Konstruktion ist kurz zu begrinden.

c) Durch Verkniipfung der beiden Abbildungen o, und a, ergibt sich die Abbildung vy =0, cay.
Bestimme die Abbildungsgleichungen von v .

Zeige, dass y genau 2 Fixgeraden besitzt.

Lésung Seite 47
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- 5t
Eine affine Abbildung «, ist gegeben durch X' :(

a)

b)

c)

d)

Trainingsaufgabe 4 - (Abitur 1977) Originaltext leicht verandert

t\. .
5 4Jx mit teR\{0}.

Bestimme Fixpunkte, Eigenwerte , Eigenvektoren und Fixgeraden von o,

Zeige, dass es zwei Werte von t gibt, fur die o, eine Achsenaffinitat ist.
Gib fur t, =  die Achse, die Fixgeraden und das Affinitatsverhaltnis an.

Konstruiere fiir t, =1 das Bild des Quadrats O(0]0), A(1]0), B(1]1), C(0|1)

3

mit Hilfe der Achse und B'(2 | 2) . (Langeneinheit 2 cm)

Die Abbildung B, sei zusammengesetzt aus o, und einer anschlieenden Verschiebung vy
(1
mit dem Schubvektor w = (J .

Fir welche Werte von t hat B, genau einen Fixpunkt, keine Fixpunkte, eine Fixpunktgerade?

o sei eine affine Abbildung mit x'= (Z ij( und ad-bx =0, vy eine Verschiebung mit dem

Schubvektor w = (tj

Zeige, dass yoo genau dann einen einzigen Fixpunkt besitzt, wenn o nicht den Eigenwert 1
hat.

Lésung Seite 50
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Trainingsaufgabe 5 - (Abitur 1978) Originaltext leicht gedndert

Gegeben ist eine Menge M von affinen Abbildungen durch

O x'==x+ y—1 .
Q- {y'=2tx+(1—t)y+t} mit teR\{—‘l}

a) Zeige:
1. Alle Abbildungen o, haben dieselbe Fixpunktgerade.

2. Das Bild eines beliebigen vom Ursprung verschiedenen Punktes P der x-Achse ergibt
sich durch Schragspiegelung von P an der y-Achse mit anschlieRender Verschiebung um

1 nach links.

b) Das Parallelogramm ABCD mit A(2,5|2,5), B(4]0,6), C(3,5|-2,5), D(2]-0,6)
und dem Mittelpunkt auf der x-Achse soll durch eine affine Abbildung o € M so abgebildet
werden, dass sein Bild eine Raute ist.
Konstruiere die Raute unter Verwendung der Ergebnisse aus Teilaufgabe a) und beschreibe

die wichtigsten Konstruktionsschritte. (L&ngeneinheit 1 cm).

Bestimme die Abbildungsgleichungen von oy -

c) Eine Abbildung a,. € M bildet die Geraden mit der Steigung m = auf Bildgeraden mit der
Steigung m'=5 ab.

Wie heillen die Gleichungen von o ?

Zeige, dass a,. eine Scherung ist.

d) Unter welchen Bedingungen fur t; und t, ist oy o0y eine Achsenaffinitat?

Lésung Seite 54
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der Trainingsaufgaben
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Losung Trainingsaufgaben 1: Bestimme Fixpunkte und Fixgeraden (von Seite 21)

) ;(,_1—1;(
a) o =lo 2

1
Fixpunkte: Weil die erste Matrixspalte [Oj lautet, ist die x-Achse Fixpunktgerade.

Fixgeradenbestimmung mit der Affinitatsrichtung:

=R

Fixgeraden sind also neben der Achse alle Geraden in Richtung u =(

1): y=-x+c¢, ceR

Fixgeradenbestimmung mit Eigenvektoren

. ] 1-k -1 u ) (0
Eigenwertsystem: ( 0 2—kj (uz]_(O]

k —1

Charakteristische Gleichung: ‘ (_) ok

‘:0 < (1-k)(2-k)=0 < k,=1 k,=2
Es handelt sich um eine Parallelstreckung von a aus mit dem Faktor 2.
1-1 -1 u 0 -u, =0
Ei k ki=1: A= 2 =0
igenvektoren zu k; ( 0 2—1) (Uzj (Oj < { u2:0} =
Da fur uy keine Bedingung vorhanden ist, kann man u, frei wahlen: u, =r, reR.

0

. s 1-2 1) (u) (0O -u,—u, =0 _
Eigenvektoren zu k; = 2: (0 2—2) (UJ—(OJ = {0:0 } & U, =-U,

Waéhle u, =s, seR = u,=-s.

- 1 o - .
Eigenvektoren u= (rj = r(oj , d.h. alle Vielfachen von (;j mit u'=u (Achsenrichtung).

Eigenvektoren: v :( S ) = s[ 1 j , d. h. alle Vielfachen von ( 1J mit v'=2v.

(1 ~ 1
Ergebnis:  Diese Abbildung hat die linear unabhangigen Vektoren u = (Oj und v :( J

und ihre Vielfachen als Eigenvektor mit u'=u und v'=2v

Bestimmung der Fixgeraden:
Die x-Achse ist Fixpunktgerade in Richtung des Eigenvektors u .

- 1 .
Ferner sind alle Geraden in Richtung v = (_J Fixgeraden: y=-x+c¢, ce R, z.B.gundh.

Beispiel dazu: \
A(-112)—> A'(-3]4), B(4|-1)—>B'(5]-2)
denn &' — 1-1\(-1) _(-1-2) (-3
lo2)l2) 4 ) |4
=~ 1-1\4 4+1 5 g )
d b'= = = n X
ws o=[g 4[5 S N
1 2d
C Al C A == = g'=q " B
Esgilt F,A'=2-FA und F, B'=2-FB 5 : ;
(Eigenvektoren). al mm.,‘._,i.‘ B
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11 1
. ' 2 Y
b) a: X _(_% 2jx+[1j
X+ y+1=x - -IXx+y+1=0
~1Ix+2y+1=y —Ix+y+1=0

o hat die Fixpunktgerade a: y=

0

Fixpunkte: X'=X

1
5X—1

Fixgeradenbestimmung mit der Affinitatsrichtung:

o ol & e (oo ) oo{ () ctmewen )

1

Fixgeraden sind also neben der Achse alle Geraden in Richtung U = [1

j: y=x+¢, ceR

Fixgeradenbestimmung mit Eigenvektoren

1-k 1 u 0
Ei : 2 =
igenwertsystem (_ % 2—kj (UJ (0]
- . -k 1
Charakteristische Gleichung: ok =0 < (3-k)(2-k)+£=0
-1 2-
J25 - 3
Eigenwerte: K2 5k12-0 o 2K -Bk+3=0 o k,=223v22"24 245 24:{12

Es handelt sich um eine Parallelstreckung von a aus mit dem Faktor %

11 1 u 0 —lu,+u, =0
P =1- 2 N 21 2 —
Eigenvektoren zu k; = 1: (_% 2—1} (Uzj (Oj = {—%u1+u2=0} & U =2u,
) L.~ [2r 2
Wahle u,=r, reR = u,=2r u,=r, reR. Dasergibt u= ) =r nE

Eigenvektoren sind somit alle Vielfachen von Gj mit u'=u

=3 1 u 0 - =0
Eigenvektoren zu k, = 2 : [2 2 5 3)(“1}:(0) = {_1511132_0} & U, =U,
2 2 2 2 1 22 T

- 1
Waéhle u,=s, seR = u,=s u,=r, reR. Dasergibtv:(:]:s(J

Eigenvektoren sind somit alle Vielfachen von Gj mit v'=3v

Fixgeraden: Die Gerade y = 1x—1 ist Fixpunktgerade in Richtung des Eigenvektors u .

1

Ferner sind alle Geraden in Richtung v = (1

j Fixgeraden: y=x+c, ceR

Punktbeispiele dazu:

Die Geraden g =(AA') und h=(BB') sind
Fixgeraden, weil mit jedem Punkt von ihnen
auch der Bildpunkt darauf liegt, und zwar gilt:

FA'=2.FA sowie F,B' =2-FB.

Ich habe (ibrigens noch die Gerade k = (AB)
sowie ihre Bildgerade k'=(A'B') eingetragen.

k und k' schneiden sich auf der Achse in Fy.
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3
c) ;c:(o ;x
- 3y=x
Fixpunkte: X'=X < { ) 2 }
Fixgeradenbestimmung mit der Affinitatsrichtung:
RSO EHRIBIE RO
—2)" 2 0) 71 —2 )74 -

Fixgeraden sind also neben der Achse alle Geraden in Richtung u :(

()

3

2} y=2x+c, ceR

Fixgeradenbestimmung mit Eigenvektoren

. ) -k 32 u, 0
Eigenwertsystem: (_% o kJ . (uzj = (0)

Kk 32

Charakteristische Gleichung: ‘ 2 5 2 K ‘ =0 & -k(2-k)+1=0 < Kk*-2k+1=0
-22-

Eigenwerte; k = % =1

Ergebnis: Eine Achsenaffinitdt mit dem einzigen Eigenwert 1 ist eine Scherung.

; _ (1 3 u 0 -U;+3u, =0 2
Elgenvektorenzuk—1.[_% 2_1)(“2}—(0] = {—%u1+u2:0 & U, =5U,

Wahle u, =31, reR = u, =2r. Das ergibt Gz(g:j:r(gj

Diese Abbildung hat als einzigen Eigenvektor U = @j und seine Vielfachen mit 4'=1u

Fixgeraden: Die Gerade y = 2x ist Fixpunktgerade in Richtung des Eigenvektors U .

Ferner sind alle Parallelen dazu Fixgeraden: y=2x+¢, ceR

A ...-" “..
Punktbeispiele dazu: /Scherung v Lo 1] A \
41
A(-3]1)—> A'(15]4), e
B(-21%)->B'(115),
C(3|-1) > C'(-15]-4),
denn
<[5 376
al_ 2 —| 2
(-% 2 1) |4
~ 0 2\-2 1
SEH NN
FHHEE
=5 2%)-(3) :
E) 2)\—1 -4 f\f’f—li;chtung
-3.-.:"‘
Die Geraden g=(AA"), h=(BB’) [
und k = (CC') sind Fixgeraden. A

AR L il o
\ kjk' BuckeIfMatheGray
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Trainingsaufgabe 2  (von Seite 26)

a) Wie lautet die Gleichung dieser Abbildung, deren Affinitatsachse die Gleichung
y =2x-2 lautet, und die A(1,5|4)auf A'(3,5|2) abbildet

Im Text 21220 wird gezeigt, wie man aus drei Paaren Punkt/Bildpunkt die vektorielle Abbildungs-

gleichung erstellt. Dazu wahlt man zwei Fixpunkte, etwa F,(0|-2) und F,(1/0) aus

]
X
c
+

<
<

+
s

Ansatz: X
A, A' einsetzen: j=1,5~ﬁ+4~\7+\7v (1)
F,'=F, einsetzen: j= -2-V+w (2)

F,'=F, einsetzen: :)j =U+WwW (3)

(2) - (3): 4} =—-2V (5)

(
(
(
(1)- @3 (2’5j=o,5.a+4.v @
(
(

(4)+2-(5):

_1
Ergebnis: X' :x-[ 3j+y-(

b) Die Gleichung von g lautet y =x+4. Welche Gleichung hat die Bildgerade? ’
Berechne den Schnittpunkt von gund g' und zeige, dass dieser auf der Achse liegt.

- 1
1. Méglichkeit: Verwendung einer Vektorgleichungvon g: x = [gj+ r[J

; S -3 3)|(0 1 3 5r 1 59
Bildgerade g' :  x'=| 2 3 (4)“(1) +| 2, y=rpyx12 x>
3 3 3
o (3 3 3 - 4 1 102 4 N
=]+ || | @ X':(oj“' : T 3| ol 1] = 3
3 AN 3 41 (M H] 4 s
Umgerechnet: x=4+3r = r=3x-12 303 3 | 3]
Iny=2%r = y=2%(3x-12)=5x-20 il 2] (4 EM
. ) . x| 3 |+lera) | 3|4 3 3
-1 < = 4 1 -4 5 x
2. Mdglichkeit: g )“(':x( i3]+(x+4)-(ij+(_3i] 3 e =
3 3 3
_1 2 2 4 1 4 @ Umrechnung: Vektorgleichung in
iuzx.( 43J+X.(?J+4.(?J+( 34} = )—(‘:X'(gj—i_[ \J lineare Gleichung;
3 3 3 3 3 0 1 _r 4 r=3-x-12
Das ist dieselbe vektorielle Geradengleichung nur mit B
anderen Bezeichnungen. .
Sro y=5-[_x—4)
}'=T|r=a'x—12
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Berechnung des Schnittpunkts Q von g und g':

ans

Vektoriell: Linear:

HRIENEH
s 3

r-3s=-4 (2)
(1-(@2): $s=8 Xq =6
s=6 Yq=6+4=10
Es folgt: G:(gj+6-[§=(ﬁ)] = Q(6]10)
Die Achse hat die Gleichung y=2x-2.
Die Punktprobe mit Q: =2- @ -2 ist eine wahre Aussage.

Also schneiden sich g und g' auf der Achse.

Hinweis: Es wurde auf Seite 17 bewiesen, dass sich eine Gerade mit ihrer Bildgeraden stets

auf der Affinitatsachse schneiden. Dies hier war also nur eine Recheniibung und keine neue

Erkenntnis.

Aff-Richtung
c) ( Konstruktion der BiIdgeradenJ

Grundséatzliche Uberlegungen:

Da sich hier g und a nicht sichtbar schneiden,
muss man zu zwei selbst gewahlten Punkten
B und C die Bildpunkte (mittels A, A")

konstruieren.

Konstruktion von B':
Die Hilfsgerade h =(AB) schneidet a im
Fixpunkt F,. Die Bildgerade h' geht durch

Fnund A'. Die Gerade in Affinitatsrichtung
durch B schneidet h' in B".

A B

Konstruktion von C':

Die Hilfsgerade k =(AC) schneidet a im
Fixpunkt Fy. Die Bildgerade k' geht durch
Fcund A'. Die Gerade in Affinitatsrichtung
durch C schneidet k' in C'.

(B'C") ist dann die gesuchte Bildgerade g'.

gund g' schneiden sich in Q(6|10), den man auf einer
grof3en Zeichnung bzw. bei kleinem Mafstab noch sehen kann.
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Trainingsaufgabe 3  (von Seite 38)

Durch die affinen Abbildungen o, werden die Punkte P(0]0), Q(0]1),
auf die Punkte P'(t+1]2), Q'(t-1|t-1), R'(2t+3|4) abgebildet.

R(110)

a) [ Stelle die Abbildungsgleichungen auf. ]

Ansatz: X'=x-a+y-b+c
t+
P,P": =
e (G
N =1 _pLo o po(t-T_(t+N)_( 2
acs  ()-sre = 55
, 2t+3) - . - (2t+3 t+1) (t+2
( Jrase = a1
Ergebnis:  a,: x| 12 +y- -2 + t+ oder X'= tr2 =2 X+ t+
geonmis: s X=X Y 3T 2 2 t-3 2

Nun muss man darauf achten, dass die Determinante nicht Null wird.

det(A)=| 172 T2 |_(tr2)(t-3)+ 4=t t-2
2 t-3
+'
det(A)=0 < t,= 1 21+ {31 Also lautet die Zusatzbedingung: te R\ {-

‘ Fir welche Werte von t sind die Abbildungen a, flachentreu?

WISSEN: Eine Abbildung ist genau dann flachentreu, wenn ihre Determinante +1 ist.
det(A) = tgz t_23 ‘ = (t+2)(t-3)+4 =t +2t-3t-6+4 =t ~t-2
Bedingung: det(A)=1 oder det(A) =1
t?—t-2=1 t?-t-2=-1
t?-t-3=0 t?—t-1=0
1+V1+12 1 1 1+V1+4 1 1
t,=———=—%—+/13 t,,=—"—=—2—+5.
2 2 2 2\/7 2 2 2 2f

Fixpunktbedingung X'=X
«. t+2 N -2 t+1 X
o 7V t-3)" y
(t+2) —2y+t+1=x
bzw. { 2x+(t-3)y+2 =y
(t+1)x —2y =—t-1
bzw. { 2x +(t—4)y = -2 A

Fir unendlich viele Lésungen (Fixpunkte) muss die Determinante 0 sein:

t+1 -2

_ _ _ 2 o _
) 14|70 & (tN(t-4)+4=0 o £-3t=0

1;2}
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t-(t—3) =0 fihrt zu ty=0 und t, = 3.
Da es in diesem Fall aber auch zu keinen Fixpunkten kommen kann, muss man diese
. . . —q X=2y =-1| .. T
Werte in (1) einsetzen: t;=0: {Zx 4y = _2} fahrt zur Achse y = 2x+
_a. 4x-2y = 4| .. B
to=3: {ZX_yz_z}fuhrtzurAchse y=2x+2

[Bestimme fur die Achsenaffinitat mitt > 0 alle Fixgeraden. ]

Firt=3git o *’=X'(gj+y'(_02]+@ o Xz@ _Ozjm@
s 5o S (o)A
NN R

Also werden alle Punkte. die nicht auf der Achse liegen, fiir die also 2x—y +2 # 0 ist, in Richtung

2
des Vektors (J abgebildet. Jeder Gerade in dieser Richtung ist also Fixgerade.

Die Schar der Fixgeraden hat die Gleichung: y=—-2X+¢C, ceR

Konstruiere fir diese Achsenaffinitat die Achse mit Hilfe der Punkte P, Q, R und ihrer
Bildpunkte P',Q',R" (LE 1 cm). Die Konstruktion ist kurz zu begriinden.

\ Ko

Konstruktionsbegriindung:
Die Gerade g = (PQ) und ihr Bild g'=(P'Q") schneiden sich in einem Fixpunkt F; .
Die Gerade h = (PR) und ihr Bild h' = (P'R') schneiden sich in einem Fixpunkt F, .

Die Gerade k = (QR) und ihr Bild k' =(Q'R') schneiden sich in einem Fixpunkt F, .

Diese Fixpunkte liegen auf der Achse a. Es geniigen folglich zwei dieser Fixpunkte zum

Zeichnen der Achse.
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C) Durch Verkniipfung der beiden Abbildungen o, und a,, ergibt sich die Abbildung vy =0, o a,.
Bestimme die Abbildungsgleichungen von vy . Zeige, dass y genau 2 Fixgeraden besitzt.

Oy X'= 2 -2 X+ ! und oy X" = 5 2 X + 4
0 2 -3 2 3 20 2
1

Fixpunktbedingung: X" =X

{5x—4y =-5 (1)}

4x-5y=-4 (2)
4-(1)-5-(2): 9y=0 = y.=0
In (1): 5x=-5 = x.=-1
Ergebnis: y hat den Fixpunkt F(-1]0).

6-k -4 \(u
i K ind nicht-triviale L3 "|=0
igenvektoren sind nicht-triviale Losungen von ( 4 _4—k](u2j

Dazu muss die Determinante Null werden: Charakteristische Gleichung:

6-k 4
= -k)(-4-k)+16 = k? -2k -8 =
4 _4_k‘ 0 < (6-k)( )+16=0 < 8=0
++/ +
k12:2_ 4+32:2_6:{4 (Eigenwerte)
' 2 2 -2
24 ~ - =
Eigenvektoren zu k1 = 4: (4 8}[31)20 < {i?; 232_8}
— 2 1~ OY —

Beide Gleichungen sind Vielfache von u, -2u, =0.

Wahle u, =r, reR = u,=2r

_ (2 2 . -
Eigenvektoren: u= ( rr) = r(J mit U'=4-u.
—4 - —_ =
Eigenvektoren zu k; = -2: (i 2}(31 j =0 < {231 ‘2‘32 i 8}
- 2 17 eY2 T

Beide Gleichungen sind Vielfache von 2u,-u, =0.

Wahle u,=s, seR = u,=2s

, _ - [(s)_[1 W o
Eigenvektoren: v—(zsj—s(zj mit u'=-2-u.

Ergebnis: Die beiden Geraden durch F in Richtung der Eigenvektoren sind die Fixgeraden von v :

. (1 2 . (A 1
X =(Oj+a(1j und X =(0j+b(2j. y ist eine Euler-Affinitat (21220 Seite 34).
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Trainingsaufgabe 4  (von Seite 39)

5t t

Eine affine Abbildung ., ist gegeben durch X' =(2t 4t

jx mit teR\{0}.

a) ‘ Bestimme Fixpunkte, Eigenwerte , Eigenvektoren und Fixgeraden von o, ’

Fixpunktbedingung: x'=x d.h.
5t t (% 5tx + ty = x (5’[—1)X ty=0 .
X(th+y[4tj_(yJ < {2tx+4ty=y} < { 2tx+ (4t—1)y=0f )

Lésung des Gleichungssystems mit Determinanten (Cramersche Regel):

5t-1 t
= =(5t—1)(4t-1)-2t> =20t* -4t -5t +1-2t> =18t -9t +1
2t ar—q| (G4 ’ ’
Wann ist D = 0?

182 -9t+1=0 = 1
36 36

Untersuchung des Ergebnisses t, =1:

) _9+481-72 9+3 _{%
12 - -
6

Zx+3y=0

Aus (*) wird damit {2 ; } d.h. 2x+y=0 bzw. y=-2x ist Fixpunktgerade.
EX +5y =0

Untersuchung des Ergebnisses t, =1:
-Ix+2y=0

5. Beide Gleichungen sind Vielfache von —x+y =0
3X—3y=0

Aus (*) wird damit {
d. h. y=xist Fixpunktgerade.

Fiir teR\{}, 1} ist die Nennerdeterminante D = 0.
Weil ein homogenes Gleichungssystem vorliegt, sind beide Zahlerdeterminanten D, =0

und D, =0, Die zugehdrigen Abbildungen haben den Ursprung als einzigen Fixpunkt.

-k u ~
Bestimmung der Eigenvektoren als nicht-triviale Losungen des Systems [5t2t 4tt k](u‘j =0
- 2

Dazu muss die Determinante Null werden: Charakteristische Gleichung:

5t—-k t
= —k)(4t-k)-2t* = k? -9tk +18t2 =
‘Zt 4t_I(O@(St )(t)t0c> 9tk +18t° =0
mit _ot+ 81t* — 72t _ot£3t (6t
12 2 2 |3t
Untersuchung des Ergebnisses fiir t, = 1: Eigenwerte sind ks =2 und k, = 1.

ko = 1 gehort zur Achse y = —2x
kq = 2 gehort zur Affinitatsrichtung mit dem Eigenvektor aus

-2 3 Yu) . —tu,+4u, =0
[32 ii2j£u1]=0 < { §u1_2u2—0}
3 3 2 31 3¥2
Beide Gleichungen sind Vielfache von u, —u, =0.

_ 1 -
Wahle u, =r, reR = u,=r Eigenvektor: u= (:j = r(J mit u'=2u.

Fixgeraden sind daher neben der Achse noch alle Geraden in Richtung U,

also mit der Gleichung y=x+c, ceR.
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Untersuchung des Ergebnisses fiir t, =} : Eigenwerte sind k1 =1 und k, = 1.
ki =1 gehdrt zur Achse y = x

ki = 1 gehort zur Affinitatsrichtung mit dem Eigenvektor aus

2
1 1 1 1 —
-2 % u, - §U1+€U2—0
R =° < iy +iu, =0
3 37 2)\% 31T e Y2 T
Beide Gleichungen sind Vielfache von 2u, +u, =0.

- 1 .
Wahle u,=s, seR = u,=2s  Eigenvektor: v:(zssj:s(zj mit u'=1u.

Fixgeraden sind daher neben der Achse noch alle Geraden in Richtung v,

also mit der Gleichung y =2x+c, ceR.

Untersuchung des Ergebnisses fiir t <R \{1 l} : Eigenwerte sind k4 = 6t und k, = 3t.

3'%
: -t t Yu) - —tu, +tu, =0 (1)
E kt ki = 6t: Y= R
igenvektoren zu k1 = 6 (Zt —ZJ(UZJ 0 & {2tu1—2tu2 0 (2)}

Beide Gleichungen sind Vielfache von u, —u, =0.

_ 1 _ ~
Wahle u, =r, reR = u, =r. Eigenvektor: u=(3=r(j mit u'=6t-u.

1
' o 2t t)(u ) - 2tu, +tu, =0
Eigenvektoren zu kq = 3t: (Zt tj(uzJ =0 < {2tu1 +tu, =0

Beide Gleichungen sind Vielfache von 2u, +u, =0.

- 1 - -
Wahle u,=s, seR = u, =-2s. Eigenvektor: v:[ ZS]:S( 2] mit u'=3t-u.

In all diesen Fallen liegt also genau ein Fixpunkt mit zwei linear unabhangigen Eigenvektoren

vor, also sind es Euler-Affinitaten mit je zwei Fixgeraden durch den Fixpunkt O(O | 0) :

o) ol

bzw. y=x+1 und y=2x-1

b) Zeige, dass es zwei Werte von t gibt, fur die o, eine Achsenaffinitat ist. ’
Gib far t, = 1 die Achse, die Fixgeraden und das Affinitatsverhaltnis an.

Dies wurde bei a) schon erledigt. Es sind die Werte t, =+ und t, =71.
Hier die Ergebnisse fir t, = 1:
y =-2x ist Fixpunktgerade (Achse), die Fixgeraden sind neben der Achse noch alle Geraden

(1
in Affinitatsrichtung, d. h. in Richtung des Eigenvektors u = (J: y=X+c, ceR

Das Affinitatsverhaltnis ist der zu u gehdrende Eigenwert k = 2.
Er gibt an, dass alle Punkt im Verhaltnis 2:1 von der Achse weggestreckt werden, und zwar

auf der jeweiligen Fixgeraden, auf der er liegt.
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3

Konstruiere fiir t, =1 das Bild des Quadrats O(0[0), A(1]0), B(1]1), C(0]1)
mit Hilfe der Achse und B'(2]2). (L&ngeneinheit 2 cm)

A
Y
2T Aff—Ri/chtung
/
/
1,510t
h Fm/f'/
B
hl // C //
Fé 5+ //
7/
Vs
| /
1 05 ON 05 27
&
'0,5" //
2t
g
_1’5_..

Konstruktionsbeschreibung:

Die Gerade g = (AB) schneidet die Achse a im Fixpunkt F,. Die Bildgerade ist g' = (F,B") .

Die Gerade h = (CB) schneidet die Achse a im Fixpunkt F.. Die Bildgerade ist h' = (F,B") .

Die Parallelen zu (BB') (= Affinitatsrichtung) durch A und C schneiden g'undh' in A'undC"'.

c) Die Abbildung B, sei zusammengesetzt aus o, und einer anschlieBenden Verschiebung vy
(1
mit dem Schubvektor w = (J .

Far welche Werte von t hat B, genau einen Fixpunkt, keine Fixpunkte, eine Fixpunktgerade?

a: %=k und y: xmoxe!
v T 2t 4t L

B =vou: z =2t gy
A “lot at)* T4

; : n_ 3 S5tx + ty+1=x (Bt-T)x+ ty=-1
Fixpunktbed.: X" =X d. h. {2tx+4ty+1:y} o {2tx+(4t—1)y=—1

Damit dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat, muss seine Determinante
ungleich 0 sein:

Ste1 ‘:(5t—1)(4t—1)—2t2 =18t* -9t +1

2t 4t-1
_9+B1-72 913
36 36
Also gibt es fir te R\ {1, 1,0} genau einen Fixpunkt.

316

Wann ist det(A) =0 ? t,

®l= wl=

(t = 0 ist von vorne herein ausgeschglossen!)
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Bleiben noch die beiden Ausnahmefalle zu untersuchen:

{5tx+ ty +1= ; - {(5t—1)x+ ty:—1}

2tx + 4ty +1= 2tx +(4t—1)y = -1
. , Zx+1y=-1 .
Fart,=3: <5 3 Daraus folgt die Fixpunktgerade y=-2x-3

ix-2y=-1 (2

“dx4dy=-1 1
{ Xty ()} Durch (2)+2-(1) erhdltman 0=-3
Dieser Widerspruch widerlegt die Annahme, dass es in diesem Fall Fixpunkte gibt.

d) o sei eine affine Abbildung mit X'= (z ij( und ad-bx =0, y eine Verschiebung mit dem

- (u
Schubvektor w = [v) Zeige, dass yo o genau dann einen einzigen Fixpunkt besitzt,

wenn o hicht den Eigenwert 1 hat.

_ ac). ~w -, [u
Zuerst o : x':( jx, dann vy: x":x‘+(]

bd

- acl. (u
Verkettet: x"= X+

{ax+cy+u:x} - {(a—1)x+cy—u }

Fixpunktbedingung: X" =X bx +dy +v = y bx + (d—1)y = —v

0

Diese Gleichung hat genau eine eindeutige Lésung, wenn ihre Determinante ungleich Null ist.

a-1 c

b 1 =(a-1)(d-1)-bc (FP)

Eigenwerte berechnet man aus der charakteristischen Gleichung:

a-k c

o k|70 @ (aK)(d—k)-bc=0 (ChGl)

Wenn nun der Eigenwert k = 1 existiert, dann lautet (ChGl): (a—1)(d—1)-bc =0

Und dann wird auch die Determinante in (FP) gleich Null. Dann aber kann es keinen

eindeutigen Fixpunkt geben.
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Trainingsaufgabe 5 (von Seite 40)

Gegeben ist eine Menge M von affinen Abbildungen durch
o [x'==x+ y—1 . _ N 1 —1
o, {y':th+(1—t)y+t} mit te R\{-1} oder: X _X(th+y(1—t}{t

a) LZeige: Alle Abbildungen a, haben dieselbe Fixpunktgerade. J

- R - X+ y—1=x y= 2x+1 (1)
Bed. fiir Fixpunkte: X'=x < {2tx+(1—t)y+t=y} S {—ty:—th—t (2)

(2) ist das (-t)-fache von (1) und daher entbehrlich.
Alle Punkte, welche die Gleichung (1) erfillen, sind also Fixpunkte.

(1) stellt die Fixpunktgerade dar, die unabhangig von t gilt: y=2x+1

Zeige: Das Bild eines beliebigen vom Ursprung verschiedenen Punktes P der x-Achse ergibt sich

durch Schragspiegelung von P an der y-Achse mit anschlief3ender Verschiebung um 1 nach links.

P(u|0) mit u=0 liegt auf der x-Achse. Sein Bildpunkt hat den Ortsvektor

(- 1) (=1} (-u-1) , .
X :u.[thJro(‘l—thr(tj:(Ztqu' P'(—u-1] 2tu+t) *)

Nun muss man die Gleichung einer Schragspiegelung an der y-Achse aufstellen kénnen.
WISSEN: Eine affine Abbildung mit der y-Achse als Affinitdtsachse hat diese Abbildungsgleichung:

- a, 0) _ a, 0
x':[ ! J-x. Eine Schragspiegelung liegt vor, wenn det(A)=| " ‘:—1 ist.
a, 1 a, 1
. . ., (-10) .
also fir a; = -1. Ergebnis: X'= - X
a, 1
Nach der Schragspiegelung soll um 1 nach links verschoben werden, daher lautet die neue
- -10) . (-1
Abbildungsgleichung: X'= [az 1] . x+[ K ]

Die Zahl k ist notwendig, weil ja nichts darliber gesagt worden ist, um wieviel (also k) nach oben

verschoben werden muss.

. o oo (10) (u) (-1 (-u-1
Damit wird P(u|0) abgebildet in X ‘(az 1) (o}{kj_(azwrk]'

Vergleicht man das Ergebnis mit (*), dann erkennt man, dass a, =2t und k =t sein muss.

Dann erhélt man denselben Bildpunkt von P(u|0).
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b) Das Parallelogramm ABCD mit A(2,5|2,5), B(4|0,6), C(3,5|-2,5), D(2]-0,6)
und dem Mittelpunkt auf der x-Achse soll durch eine affine Abbildung o € M so abgebildet

werden, dass sein Bild eine Raute ist.

(Konstruiere die Raute unter Verwendung der Ergebnisse aus Teilaufgabe a) und beschreibe J

die wichtigsten Konstruktionsschritte. (Ldngeneinheit 1 cm).

Ausfiihrliche
Konstruktions-
beschreibung:

Thaleskreis

Grundidee:
Bei einer Raute sind
die Diagonalen orthogonal.

Also muss man so abbilden,
dass bei M' ein rechter
Winkel entsteht.

Da M Schnittpunkt der
Diagonalen g = (AC) und

h = (BD) ist. muss M'

auf dem Schnitt von g'

und h' liegen. Diese
konstruiert man so:

g und h schneiden die
Achse a in zwei Fixpunkten
Fy und Fy,. Uber der Strecke
FgFh zeichnet man einen
Halbkreis. Auf ihm muss

M' liegen, damit dort ein rechter Winkel entsteht.

Jetzt muss man der Aufgabe entnehmen, dass die Abbildung fiir Punkte der x-Achse auch durch eine
Schragspiegelung an der y-Achse mit nachfolgender Verschiebung um 1 nach links erzeugt werden
kann. Fuhrt man das mit M (bei x = 3) durch, dann erhalt M' die x-Koordinate -4. Also muss M'
auch auf der Geraden's: x =-4 liegen.

Diese Gerade k schneidet den Halbkreis (Thaleskreis) zweimal. Ich habe den oberen Schnittpunkt
fur M' gewahlt.

Ab jetzt geht alles ganz schnell. Die Gerade (MM') legt die Affinitatsrichtung fest.

Also zeichnet man jetzt durch A, B, C und D je eine Gerade in 11 3 1
Affinitatsrichtung. Diese schneiden dann g'bzw.h' in den gesuchten 6 4 .'2.5]+ - L_'
Bildpunkten. > 728l '
Rechts meine Berechnung der Bildpunkte mit TI Nspire-CAS. R {'3-6'
Dies war nicht verlangt, ich habe Sie flr eine genaue Zeichnung £z _.0_6} = 18]
benétigt. 7 7
1 1], 1 -7.]
6 4| 3'51|+ 3 2.
= 2| leS '
Anmerkung. Es wiirde reichen, so die Punkte A' und B' zu erzeugen. . o
Diese konnte man dann an M' spiegeln (Kreisbogen um M') 61 i T4 ]+ 1 [’::
und wiirde dann C'und D' erhalten. = < los %
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[ Bestimme die Abbildungsgleichungen von o - ]

-1 1

_ (1 .
o 1_J-x+[ ] Gesucht wird das

Die vorliegende Abbildung ist gegeben durch X' :( ¢

spezielle t (genannt tp), das aus dem Parallelogramm eine Raute erzeugt.

Also berechnet man zuerst die Vektoren, deren Bilder orthogonal werden sollen:
AC — (- 1 T -1 1 1y ( -1-5 ) ( -6
-5 (2t 1-t) \-5) (2t-5+5t) (7t-5
BD - v -2 oy -1 1 -2 2-12 _ 0,8
12 2t 1-t) \12) (-4t—12+12t) |-2,8t-12

(Zur Erinnerung: Fur die Abbildung von Vektoren entfallt der Verschiebungsvektor).

Orthogonalitatsbedingung: u-v'=0

-6 0,8
.h. : ’ =-48+(7t-5)(-2,8t-12)=0
d.h [7t—5j (—2,8t—1,2j +H(7t=9) )
Das fiihrt auf -19,6t* +5,6t+12=0 |-10
-196-t* +56-t+12=0 |(—4)
491 ~14t-3=0
14+4196+588 14+28 [|2&2=3
to = = Ty
98 98 1 _ 1

Diese beiden Parameterwerte sind méglich. Fiir t, =2 lautet dann die Abbildungsgleichung:
X [_1 1] X (_1j
X=|l6 4| X3
77 7

c) Eine Abbildung o,. € M bildet die Geraden mit der Steigung m =} auf Bildgeraden mit der
Steigung m' =5 ab. Wie heillen die Gleichungen von o.?

. (2
Ich erzeuge zu m =1 einen Richtungsvektor w = (J und bilde ihn ab:

W -1 1 2) ((2+1) ( -1
a2t 1-t) (1) \4t+1-t) (3t+1
. -1 1
Damit die Bildgerade die Steigung 5 hat, muss W'=(3t+1j=k-[5j sein.
Also muss gelten: —1=k
geften: 3t+1=5k

Man erhaltk=-1und 3t+1=-5 < 3t=-6 < t*=-2

. . . o (1Y) o (1
Abbildungsgleichung: X —(_4 3} x+(_2]

Zeige, dass a,. eine Scherung ist. ]

Eine Scherung liegt dann vor, wenn die Abbildung eine Achse hat und ihre Determinante den

Wert 1. Alle Abbildungen der gegebenen Menge M haben die Achse y =2x+1 (Teil a).
-1 1

43 =-3+4 =1, was zu zeigen war.

Fir die Determinante gilt:
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d) [Zeige: oy 0y ist genau dann eine Achsenaffinitat, wenn gilt: t, +t, +tt, +1=0 ]

Wenn man nicht weil3, wie man anfangen soll, dann kénnte man hinterfragen, was eigentlich passiert,

wenn dieser seltsame Term doch Null wird?

Man kann z. B. ) o+t +t, +1=0 | -ty -1
nach t, umstellen: tt, +t, =-t -1
Eine gute Idee ist ausklammern: t,(t,+1)=—(t,+1)

Nun ist man versucht, durch die Klammer (t, + 1) zu dividieren, dazu muss man aber aufpassen, dass
man nicht durch Null dividiert. Dazu muss man die Aufgabenstellung ansehen und entdecken, dass
dort angegeben ist: te R\ {1}, also ist gesichert, dass t = -1 ist, also (t+1)=0.

Nun kann man also doch durch diese Klammer dividieren und erhalt: t, =-1.

Upps! Das war doch gerade verboten. Also darf t,-t, +t, +t, +1 nicht Null werden, sonst hatte

man durch die Verkettung der beiden Abbildungen keine Abbildung unseres Typs erhalten.

Gunstiger ist folgende Umformung: t,-t,+t, +t, +1=0
(t,-t, +t,)+(t,+1)=0
t,-(t,+1)+(t,+1)=0
Nun die Klammer ausklammern: [t, +1](t;+1)=0
Jetzt erkennt man, dass gilt. tt, e, +1=(t +1)(t, +1)

Die gegebene Voraussetzung t,+t, +tt, +1=0 istalso genau dann erfillt,
wenn t, # -1 und t, # -1 ist, wenn also beide Abbildungen regulér sind.

Und jetzt ist doch alles klar — oder ?

Laut Aufgabenteil a) (Seite 39) hat jede dieser Abbildungen die Fixpunktgerade y =2x +1, ist also
eine Achsenaffinitat. Nun werden zwei solche Abbildungen verkettet. Was passiert dabei?

Bei oy bleiben alle Punkte dieser Achse fest, ebenso bei oy also insgesamt auch bei der
verketteten Abbildung oy oy - Allerdings nur, wenn fiir beide Abbildungen gilt t e R\ {1}, und das

bedeutet, wie oben gezeigt, t,+t, +tt, +1=0.

Im Grunde ist diese so schwer erscheinende Aufgabe richtig banal. Denn es geht nur darum,

dass die verkettete Abbildung eben nur dann eine Achse haben kann, wenn die beteiligten

Abbildungen o und oy, reguldr sind, also die Bedingung t e R\ {-1} erfiillen.

Noch ein Hinweis fir den lernenden Leser.

Man sollte sich erinnern, dass bei der Definition von affinen Abbildungen eine Bedingung vorhanden

ist, die schnell vergessen wird. Die Vektoren a = [;:j und b= [1 1 ¢
was man z. B. dadurch nachweist, dass man zeigt, dass die Determinante der Abbildungsmatrix
-1 1 ‘

j mussen linear unabhangig sein,

ungleich Null ist: =—(1—t)—2t:—1+t—2t:—1—t_

2t 1-t
Ware det(A) = 0, dann wére t = -1. Damit also die Abbildung eindeutig und umkehrbar ist, also

eine affine Abbildung ist, muss t = —1 sein.
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